Chapitre 5 :
Fonctionnement en actionneur des machines synchrones et asynchrones

[llustrations et compléments :
Application de la transformation de Concordia

aux équations des actionneurs synchrones

1. Equations des actionneurs synchrones

Il est établi & la section 5.2.2 du livre que les équations des machines synchrones & aimants permanents

utilisées en actionneurs peuvent étre écrites sous la forme :

Ugq lg d wa
w | =R Z-b + T py
Ue ic e
ou encore 4
U=R I+ — 1
+ 1)
ou

o U = (ug,up,uc)t est le vecteur des tensions appliquées aux bornes des enroulements de la machine

o I =(iy,ipi.)" est le vecteur des courants qui y circulent

o ) = (o, Vp,Y:)! est celui des flux induits dans celles-ci.

Dans I’hypothése o ’état magnétique de la machine est peu influencé par les courants qui circulent dans
son stator, c’est-a-dire qu’on peut linéariser ses équations autour du point de fonctionnement magnétique
fixé par les aimants du rotor, on a :

¥ =T, + (Lo + L)1 (2)
avec
cos(Bem,)
o U(0,,) =0 | cos(Bem —27/3) ,
cos(Bem — 4m/3)
vecteur des flux induits en ’absence de courants (dus aux aimants permanents) supposés sinusoidaux
(hypothése du premier harmonique) et tels que pour ., = 0, 'axe magnétique du rotor coincide avec

celui de 'enroulement a ;

Ly My My
eLo=| My Lo My |,
Mo Mo Lo
matrice des valeurs moyennes des inductances propres et mutuelles des enroulements du stator
cos(20emm) c08(20¢cr, — 2w/3)  cos(20cy, —47/3)
o Lo =1Ly | cos(20cr, —27/3) c0s(20cy, —47/3) cos(20em) )
co8(20cy, — 47w/3)  cos(20c,) cos(20c, — 27/3)

matrice des variations éventuelles (supposées sinusoidales) de ces inductances autour de leurs valeurs

moyennes. Pour une machine a4 aimants montés en surface Lo = 0.



Si le couple de détente peut étre négligé, le couple électromagnétique développé s’écrit enfin :

0¥, 1 0L,

=t = 4+ Z.t. 2= .1
“=T%., 21 o,
ou encore puisque 8., = pbp,
0T, 1 OLs
f— . t . —_ . t .
C=p-I 59em+2 p-I aeemI. (3)

2. Analyse de la matrice L

Le comportement électrique de ’actionneur synchrone est directement lié aux propriétés des deux matrices
Lo et Ly et du vecteur ¥y.

La matrice Ly a deux valeurs propres :

e une valeur propre simple (Lo + 2Mj) associée a ’espace propre d’équation z, = zp = z.;

e une valeur propre double (Lo — Mjy) associée & l’espace propre d’équation x, + xp + . = 0;

DEMONSTRATION

e Les valeurs propres de la matrice Lg sont solutions de I’équation :

D = det(Lo — AI3) = 0,01 I5 est la matrice unitaire d’ordre 3

En effet, si le déterminant de cette matrice est nul, cela signifie qu’il y a une infinité de vecteurs X
(constituant un espace propre) pour lesquels on peut écrire LoX = AX, ce qui constitue la définition
méme d’une valeur propre.

Ce déterminant est nul si et seulement si :

Lo— )\ M, M,
D=0& My Lo— )\ My =0
M, My Lo—A

(Lo — M)[(Lo — A)* — M§] — Mo[My(Lo — A) — M§] + Mo[M§ — Mo(Lo — )] =0
(Lo — A) (Lo — Mo — A)(Lo + Mg — A) — 2M§ (Lo — Mg — A) =0

(Lo — Mo — A)[(Lo — A)(Lo + Mo — X) —2M§] =0

(Lo — My — N)[A? — (2Lo + Mo)A + L2 + LoMy — 2M3] = 0

¢t ¢ 0O

Les solutions de l’équation D = 0 sont donc A\; = Lo — My et les solutions de l’équation
A2+ (2Lo + Mo)A + L2 + LoMy — 2M3 = 0. Le déterminant A de cette équation s’écrit :

A% = (2Lo+ My)* — 4(LE + LoMy — 2ME)
= 4L} +4LoMy + M3 — 4L% — ALo MG + 8 M3
= 9MZ = (3My)?

Ses racines s’écrivent donc :

2Lo + Mo — 3M,

=Lo—My=X\




2Lo + Mo + 3M,
2

= LO + 2M0 = )\2
qui sont donc les deux valeurs propres de Ly.

e L’espace propre X; associé a la valeur propre \; est défini par :

Tq L() MO Mg Tq Tq
X = Tp €EX) & My Lo My Tp = (LO — M()) Tp
T Mg MO L() T Te

Lox, + Moxy + Moz, = Loz, — Moz,
& Moz + Loxy + Moz, = Loy — Moxy
Moma + Mgmb + Lgﬁ?c = L0$c — M()Z’C

Mo(zy +zp+2.) =0
& Mo(ze+ap +2.) =0
Mo(xg +2p + ) =0

Il s’agit donc d’un plan vectoriel d’équation z, + xp + 2. = 0.

e L’espace propre X, associé a la valeur propre Ao est défini par :

Ty L() Mg MO Tq Tq
X = Tp S 22 < MO LO MO Tp = (Lg + 2M0) Iy
Tc My My Lo Te Te

Loxa + Moxb + Moxc - Loxa + 2M0£Ea
-~ Moz, + Loxp + Mox,. = Loxp + 2Mpxp
Mgl’a + M()Z’b + Lol’c = LOZ’C + 2M0£L’C

Mg(l’a + xp + 376) = 3Mg$a
& ¢ My(xg + oy + ) = 3Moxy
Mo(xgq + xp + xe) = 3Mpz,

STy =Tp =T,

Il s’agit donc d’une droite vectorielle d’équation z, = z, = z. .

Une base de I’espace propre associée a la valeur propre (Lo + 2Mp) est par exemple le vecteur unitaire

1
1

T3 = —
31 73

(4)

Une base de I’espace propre associée a la valeur propre (Lo — Mp) est par exemple constituée des deux

vecteurs unitaires et orthogonaux entre eux (x! - x5 = 0) :

1

~1/2 —V/3/2

On note que ces deux vecteurs x; et X2 sont par ailleurs orthogonaux au vecteur Tg; (on a xﬁ -T3; =0,
xb - T3 = 0). Les deux espaces propres sont en effet orthogonaux entre eux.



Si on définit la matrice T3y par :

1 0
2
Ty = \/; -1/2 /3/2 (5)
-1/2 V3/2
on peut donc écrire :
t t 0 t t L0
T31T32 = (0,0) = T32T31 = 0 R T31T31 =1, T32T32 = 01 =L (6)
Lo T3 = (Lo +2Mp) T3 (7)
LoTs2 = (Lo — Mp) T3 (8)
3. Factorisation du vecteur ¥, et de la matrice L
On remarque que
T5, %o =0 (9)

Le vecteur ¥ est orthogonal au vecteur Ts;. Il appartient donc au plan propre de Lg associé & la valeur
propre (Lo — My).

On remarque également que la matrice T3, peut encore s’écrire :

5 1 0 5 cos 0 sin 0
T32:\/; -1/2 V3/2 | = 3 cos2m/3  sin2r/3
-1/2 —V/3/2 cosdr/3 sindr/3

Cette matrice se préte donc bien & la factorisation des matrices représentatives des systémes triphasés.

3 cos Bem,
¥, = \/ji/JoT32 . (10)
2 sin @y,

On montre en particulier que :

DEMONSTRATION
On calcule :
2 (1 -12 -1/2 €05 {fem)
o e 32 ) (<
_ \/Z/JO ( 08 0em — 3[c0S(Bem — 27/3) + co8(Bem — 47/3)] )
3 V/3/2[cos(Bem — 27/3) — cos(fem — 47/3)]
Or:

e 080 + cos(Oem, — 2m/3) + cos(Ber, —47/3) =0
o coS(lem — 4m/3) = cos(Oer, + 27/3) et Va, Vb cos(a + b) — cos(a — b) = 2sinasinb

On a donc
2 €088,y + L cosh
Tt U, = \/j em 2 em
3270 31/}0 ( V/35in Oy, sin 2= )

3




et donc finalement, comme sin 2F = v/3/2

3 cos 6
Tg2‘1l0 = _'(/10 ( o )

2 sin e,

En prémultipliant cette expression par T3z et compte tenu de (6), on obtient finalement :

3 €08 O,
Wy =4/=1T
0 \/;wo 5 ( sin .., >

3 cos 20, sin20,,,
Ly =-LyTs . T,
2 sin 20.,,  — €08 201

DEMONSTRATION
On calcule :
5 c0s 20, cos(20ey, — 27/3)  cos(20e,, — 47/3) 1 0
LT3 = L2/ c08(20em — 27/3)  €08(20p, — 47/3)  c0S(Bem) -1/2  V3/2
c08(20¢m — 47/3)  cos(fem) c08(20¢, — 27/3) -1/2 —V/3/2
5 h1(20.) h2(20.m)
= L2 g h1 (208m - 27(/3) hz (208m - 27(/3)

hy(200m — 47/3)  ho(200m — 47/3)

ot les fonctions hy(20ey,) et ha(20ey,) sont définies par :

o (20n) = cos(2om) — %[cos(%em — 27/3) + c08(200m — 47/3)]
= cos(20em) + % cos(20em,)
3
= 3 cos(20em,)
o hy(20.) = ?[608(208171 —27/3) — cos(20cy, — 47/3)]
= ?[cos(%em —27/3) — cos(20em, + 27/3)]

Or, Va, Vb cos(a + b) — cos(a — b) = 2sinasinb. D’ou :

ho(20em) = V3sin(20e,,)sin(27/3)
= gsin(%em)




On peut donc finalement écrire :

3 cos(20em,) sin(260..,,)
LT3y = Lz\/; co8(20¢r, — 2m/3)  sin(20,, — 27/3)
co8(20¢y, — 4w /3)  sin(20.,, — 47/3)

En prémultipliant cette expression par T%, on calcule ensuite :
20em, in(20em
. 1 —1/2 —1/2 €05(20erm) Sin(26ern)
T5,LoTse = Lo cos8(20cy, — 27w/3)  sin(20e, — 27/3)
0 V3/2 —/3/2 _
co8(20cy, — 4mw/3)  sin(20ey, — 47/3)

I h1(296m) h3(296m)
2\ ha(20em)  ha(20em)

ou les fonctions h3(20ey,) et ha(20ey,) sont définies par :

1
o h3(20cm) = sin(20en) — E[sin(Qeem —27/3) + sin(260e,, — 47/3)]
1
= sin(20.m) + 3 sin(26ey,)

= ; sin(260..,,)

o  hy(20.,) = [sin(20ep, — 27/3) — sin(26,,, — 47/3)]

SR

[sin(20cy, — 27/3) — sin(260ey, + 27/3)]

Or, Va, Vb cos(a + b) — cos(a — b) = 2sinasinb. D’ou :

o  h4(20.,) = —V3cos(20cm,)sin(27/3)
= —;COS(Zeem)

On peut donc finalement écrire :

3 cos(26.,, sin(260..,
T:,LyT3s = = Lo . ( ) \ )
2 Sin(20em)  — cos(20em)

3 €08 20y, sin 20.,, "
L, = °L,T Ts.
D < Sin 20, — €08 200 5

ou de fagon équivalente, en multipliant par T3z et en post-multipliant par T%, et compte tenu de (6) :

Remarque : de (11) et de (6), on en déduit que :

LT3, =0

(12)




4. Transformation de Concordia

Les composantes homopolaires zj, et diphasées z, et x5 d’un vecteur X = (x4, zp, z.)" sont définies par

(cf. § 5.2.3.1 du livre) :

=T X (13)
Xos= | " | =14
af — = T5X (14)
g
Réciproquement on a :

Lq Ihp

X = Tp =T T

T T3

ot T est une matrice 3 x 3 dont la premiére colonne est le vecteur T3; et les deux autres les colonnes du

vecteur Tss.

On peut donc encore écrire :
X =Tz + T32Xqp (15)

5. Représentation des grandeurs triphasées dans le repére de
Concordia

Le fait :
— de représenter une grandeur relative A trois enroulements sous la forme d’un vecteur ayant comme

composantes, dans une base orthonormée d’un espace a trois dimensions de référence, I’amplitude de

cette grandeur dans chacun des enroulements ;
— puis d’appliquer a ce vecteur représentatif la transformation de Concordia

revient & représenter dans le plan "af8" :
— la composante x, relative a la phase "a" sous la forme d’un vecteur

Zq
2 1 2 cos(
Xa (o) = Ta | 0 | = \/;x ( 0 > B \/;x ( sin 0 >

0

c’est-a-dire un vecteur aligné avec ’axe "a" et d’amplitude \/g:z:a
— la composante x;, relative & la phase "b" sous la forme d’un vecteur

0
x =T = \/gm —1/2) gm cos 2m/3
b,(aB) = 132 ﬂé)b — V3™ V3/2 — V3 sin 27 /3

c’est-a-~dire un vecteur faisant un angle de 27/3 avec 'axe "a" et d’amplitude \/gmb

— la composante x. relative & la phase "¢" sous la forme d’un vecteur

0
. o _\/?m -1/2 _ ga: cos4dm/3
c,(aB) = 132 ﬂé)c — Vi3 _\/3_)/2 V3 sindm/3

c’est-a-dire un vecteur faisant un angle de 47 /3 avec 'axe "a" et d’amplitude /2.



Ces trois vecteurs sont donc décalés les uns par rapport aux autres d’un angle de 27/3, tout comme le

sont dans une machine triphasée les axes magnétiques des trois enroulements considérés.

Figure 1 = Applet 1.
Les composantes a et 8 du vecteur représentatif de la grandeur sont deux vecteurs décalés 'un par

rapport a autre d’un angle de 7/2, tout comme le sont dans une machine diphasée les axes magnétiques de

ses deux enroulements.

Figure 2 = Applet 2.
T4

En particulier si le vecteur | représente un systéme triphasé équilibré :

e
Tq cos(§)
zy, | =X | cos(§—2n/3)
Tc cos(§{ —4m/3)

sa représentation dans le repére "af" sera un vecteur tournant, comme l’est, par exemple, le vecteur re-
présentatif du champ total d’entrefer résultant de l’alimentation d’enroulements triphasés (ou diphasés)
par des courants triphasés (ou diphasés) (voir illustration et complément : notion de champ tournant /

représentation du champ total d’entrefer résultant).

Figure 3 = Applet 3.

6. Application de la transformation de Concordia & 1’équation des

flux

e En prémultipliant (2) par T%,, on obtient :

TL W = ¢y, = T4, ¥ + T4, Lol + T4, L1

avec



— d’apres (9), T4, ¥, =0

— d’apres (7) et comme Lg est symétrique, T4, Lo = (Lo + 2Mp)T%,
— d’aprés (12) et comme Ly est symétrique, T4, Lo = 0

D’ou :

Yn = (Lo + 2Mg) T, 1
et donc finalement d’aprés (13)
Yn = (Lo + 2Mo)in

e De méme, en prémultipliant (2) par T%,, on calcule :
T, ¥ = ¥,5 = T, ¥y + Th,Lol + T, Lol

avec

eem
— d’apres (10) et (6), T:, ¥ = \/gz/m ( co )

sin @cp,
— d’apres (8) et comme Lo est symétrique, TS, Lo = (Lo — M) T%,

cos 20.,,  sin20.,,
).

— d’aprés (11) et (6) T, Ly, = 2L
prés (11) et (6) Tyl = 5 2(sin296m —c0s 20,

D’ou :

2

sin @cp,

3 cosf 3 cos 26 sin 260
‘I’aﬂ _ 2o ( em ) + (LO _ MO)ngI-f- §L2 ( em n20em

et donc finalement d’aprés (14)

2 2

3 cos 6 3 cos 26 sin 26
Wos =1/ %0 )+ (Lo — Mo)Las + = Lo o o
sin20.,, —cos20..,

sin B,

On remarque que :

sin 26.,, —cos20.m

b

e la composante homopolaire ¢, des flux dans les phases du stator ne dépend que de la composante iy,

des courants statoriques;

e les composantes diphasées 1, et 13 de ces flux ne sont dues qu’aux composantes I, et I3 des courants.

7. Application de la transformation de Concordia a ’équation des

tensions

e Dans la mesure ou la matrice T3; est indépendante du temps, on peut en prémultipliant (1) par T%,

écrire :
dv d(T%, o
T, U = u, = RT, 1 +T§1E = Rij + % = Rip + —
et donc d’apres (16) :
. di
up = Rip + (Lo + 2M0)d—:
Le systéme homopolaire est donc assimilable & un simple circuit R-L.
e De méme, en prémultipliant (1) par T%,, on écrit :
d¥ d(T%, ¥
T, U =U,s = RT,,1+ ngﬁ = RI,s + %



d’ou IT
Uas = Rls + TQB (19)

8. Application de la transformation de Concordia a I’équation du

couple

On a vu (cf. § 6) que seules les composantes diphasées (of) du flux induit dans les phases du stator

dépendent de la position du rotor. Dés lors, seul ce systéme diphasé intervient dans I’équation du couple.

On calcule :
3 —sin €, 3 —s8in(260em) cos(26em,)
C = \/j I! + —pLI! I 20
2p¢0 B ( cos Ocp, > 2p 27aB cos(20em) sin(20.., ab (20)
DEMONSTRATION

L’expression du couple est donnée par (6) :

)4 1 L:
a 0+_.p.It.az

. Tt
C=p T zp—+3 90,

I

En remplacant dans cette expression ¥y et Lo par leurs formes factorisées (10) et (11), on obtient :

3 0 cos(fem 3 0 cos(20e,  sin(20em,)
Cc = \[ I'T + SpL,I'T T¢I
g0l Mo g ( Sin(fom) > AP0 0200\ sin(20,)  —cos(200m) ) 2

3 —sin(@epm, 3 —sin(20em,  cos(26em)
~po(Th,I)" + =pLo(T4,1)" T, I
\/;pwo( 321) ( c08(fem) > 210 2(T5,1I) ( 08(200m)  Sin(200m) 32

et donc d’apreés (17) :

3 —sin(@em 3 —sin(20e,  cos(26er,)
C = \/j I + =pL>I¢ I,
2p¢0 ab ( cos(fem,) > g P2 es cos(20er,)  sin(20e,) s

Par ailleurs, les pertes Joule dans les enroulements peuvent étre estimées a :

Py = R(i% + i} +1i2) = R(ij + 2, +i3) (21)

DEMONSTRATION

Les pertes Joule dans les enroulements de la machine s’écrivent :

Py = R(i2 +i; +i2) = RI'I

soit encore d’apres (15) :

P; = R(inT + I 5T%,) (Tarin + Ta2lap)

10



= R[inT4 Tarin + inTh Taolag + 15T Tarin + 1o 5 T4, Tanas]
D’aprés (6) cette expression peut encore se réduire 4 :

P; = R(if + I s1ap) = R(if +i2 +i3)

Dans la mesure ou le systéme homopolaire ne contribue pas a la génération du couple moteur, on a tout
intérét pour les minimiser & travailler & i, = 0 < i, + 9y + i = 0. Ceci peut étre obtenu simplement en
connectant la machine en étoile & neutre isolé.

Remarque.

La nullité du courant i;, pourrait également étre obtenue d’aprés (18) en imposant en permanence uy, = 0
= uq + up + u. = 0, ce qui peut étre obtenu simplement en connectant la machine en triangle.

Cependant, dans la mesure ou la conception des actionneurs triphasés n’est pas toujours optimisée pour
éliminer les composantes harmoniques de rang 3 du champ d’entrefer (voir laboratoire virtuel : Réalisation d’un

enroulement assurant une répartition quasi sinusoidale du champ d’entrefer) il peut subsister une compo-

sante homopolaire de flux non nulle :

cos 30,
Y = T4 %03 | cos3(Bem — 2r/3) | = V3103 €08 30,m
cos 3(8em — 47/3)

Le systéme homopolaire devient alors équivalent & une machine monophasée qui, si 'actionneur est
connecté en triangle est court-circuitée. Quand la machine tourne, la puissance délivrée par cet alternateur
monophasé et prélevée sur la puissance mécanique fournie par ’actionneur diphasé est alors directement
dissipée sous forme de chaleur dans I’"enroulement homopolaire" (donc dans les enroulements statoriques).

C’est pourquoi il est toujours préférable de connecter un actionneur synchrone en étoile.

9. Equations des actionneurs synchrones dans le repére de Concordia

La transformation de Concordia permet finalement de décomposer les équations d’un actionneur asyn-
chrone en deux systémes d’équations :

e un systéme homopolaire assimilable & un simple circuit R-L (figure 4) décrit par ’équation :

. di
up = Rip + (Lo + 2M0)d—:
Lh R
uhT L()7L 2 M()
Il est & noter que, dans la mesure ol, aux fuites prés, 'inductance mutuelle My est égale 4 : —%Lg

(voir § 3.1.2 et 3.5 du livre) ; la constante de temps de ce circuit homopolaire est trés faible. Il est donc
susceptible de présenter des temps de réponse en courant trés rapide.
e un systéme diphasé assimilable & une machine synchrone diphasée (figure 5) décrite par les équations :

3 cos e 3 cos20.,,  sin20..,
W5 =1/= + (Lo — My)Iag + =L- I, 22
b 21/}0 ( sin Bepm, ) (Lo 0)las 277 ( sin 20,  — oS 20em ) s (22)

11



a¥,,
Uag = Rlaﬁ + TB (23)

3 — sin e, 3 —8in(260em,) cos(20em,)
C= \/j | + ZpLTt I, 24
2p¢0 B ( coS Oom > gP=2tas cos8(20c,)  sin(20ep, b (24)

Lo

B

up
=
b

Cette machine dont les constantes de temps oscillent autour de Lo— M, (égales aux fuites prés a 2 Lo) (voir
§ 3.1.2 et 3.5 du livre), présente une dynamique en courant trés différente de celle du circuit homopolaire.
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