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1 Introduction

La mesure des inégalités du revenu est un domaine important de I'économic
publique. L’intérét pour ce type de mesure provient de la théorie de la
répartition du revenu qui distingue la répartition fonctionnelle du revenu ct
la répartition personnelle du revenu.

La répartition fonctionnelle du revenu étudic la formation des prix, le
role des facteurs de production dans la production totale ct ’allocation du
revenu aux propriétaires de chaque catégorie de facteurs. Elle permet donc
de déterminer la part du revenu national imputée a chaque catégorie de fac-
teurs de production.

La répartition personnelle du revenu analyse la répartition du revenu
total entre les unités économiques (famille, ménage, individus, etc.). Elle met
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aussi 'accent sur les sources de revenu de chaque entité telles que le salaire,
les primes, le profit, les taxes, etc., ct repose sur la propriété privée des res-
sources initiales.

Les mesures d’inégalité sélectionnées dépendent des axiomes qui sont
retenus pour les définir. En 1967, Theil s’interroge sur la notion de décom-
posabilité en sous-populations (sous-groupes) des mesures d’inégalité (par
exemple hommes et femmes, catégories socioprofessionnelles, régions, groupes
d’age, etc.). La méthode permet de considérer que I'étude des inégalités ne
peut pas étre réalisée en supposant que la population cst réduite & un agent
représentatif. Les techniques de décomposition en sous-populations permet-
tent done de comprendre que les populations sont constituées d’agents hété-
rogénes ct que des inégalités entre ces agents peuvent exister. Les mesures
issues de I'entropie, tout comme celles appartenant a la classe des indices de
Atkinson-Kolm-Sen (cf. Blackorby, Bossert et Donaldson (1999)), reposent
sur un axiome de décomposition additive semblable & 'axiome d’indépen-
dance qui caractérise 'espérance d’utilité de von Neumann et Morgenstern.
Rappelons que cet axiome (repris dans P'axiomatique de Savage) aboutit aux
paradoxes d’Allais et d’Ellsberg, lorsqu’on s’intéresse a la théorie de la
décision en univers incertain. Une propriété moins exigeante que celle de
décomposition additive scrait done bienvenue pour caractériser les indices
d’inégalité.

De maniére générale, la finalité de la décomposition en sous-groupes
est d’expliquer les inégalités de revenu par le degré d’implication des diffé-
rents groupes composant la population mére. Est-ce qu'un groupe participe
plus qu’un autre & Uexplication des inégalités ? Est-ce que les inégalités pro-
viennent des différences de revenu a I'intérieur des groupes ou des différen-
ces de revenu entre les groupes 7

La deuxiéme technique de décomposition est celle de la décomposition
en sources de revenu. Elle permet d’atteindre objectif suivant. Elle identi-
fie les sources de rémunération qui expliquent la totalité des inégalités de
revenu.

Pour mieux comprendre 'objectif de ces deux méthodes, considérons
le tableau 1.

1?12:;:;:], Salaires | Primes Taxes Total
Inégalités entre hommes X X 30%
Inégalités entre femmes X X 20%
Inégalités entre hommes et femmes x X 50%
Total 80% 10% 10% 100%

Tableau 1 : Les possibilités de décomposition
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Lorsque la population mére est partitionnée en deux groupes, hommes ct
femmes, la décomposition en sous-groupes met en évidence la participation
des hommes (30%), des femmes (20%) a l'inégalité totale, et la contribution
des inégalités entre les hommes et les femmes (50%) a I'inégalité totale. De
maniére analogue, la décomposition en sources de revenu indique la contri-
bution des inégalités salariales (80%), des primes (10%), et des taxes (10%)
a l'inégalité totale.

Lorsqu’un revenu s'observe sur une population dont les unités sont
regroupées selon des critéres naturels tels que le sexe, ’espace géographique
ou la catégorie socioprofessionnelle ct que par ailleurs ce revenu provient de
'agrégation d’¢léments de diverses sources, il est intéressant de pouvoir
mesurer l'inégalité totale (1), celle des groupes (1), ou celle des sources (IY).
A T'heurce actuelle, aucune mesure d’inégalité n’a pu étre réécrite comme une
moyenne pondérée des inégalités pour chaque groupe et chaque source (/ ,')
ct des inégalités entre chaque paire de groupe pour chaque source (1;,,).

L’intérét de ce type de décomposition de la structure des inégalités
est d’établir un lien entre I'analyse statistique des inégalités ct le réle des
politiques économiques de redistribution. L'utilisation de ces décompositions
permettrait, par cxemple, de tester I'impact du changement des politiques
fiscales sur les inégalités de revenus inhérentes aux groupes et aux sources
de revenu en s’intéressant aux contributions du tableau 1. Elle permettrait
de répondre 4 la question suivante : est-ce que les taxes engendrées par une
nouvelle politique fiscale vont entrainer de moindres inégalités intergroupes
(entre les hommes ct les femmes) ou au contraire vont-elles augmenter les
inégalités intragroupes (au sein du groupe masculin ou du groupe féminin) ?

Dans le cadre de leur réflexion, les économistes ont étudié deux types
de mesures d’inégalité dites réguliéres pouvant étre classées dans deux
cnsembles non disjoints : les mesures construites en considérant le quoticnt
d’une mesure de dispersion par une mesure de tendance centrale, comme la
mesure de dispersion de Gini divisée par la moyenne et celles qui sont cons-
truites en considérant une divergence entre deux fonctions de répartition,
comme I'entropie généralisée de Shorrocks (1980). L’analyse de ces deux
types d’indicateurs suggére qu’unc mesure 7 peut étre décomposée en indi-
cateurs sccondaires C;.Ct. ¢, .CJ(S,I, autrement dit en contributions permet-
tant de calculer la participation a I'inégalité totale de chaque groupe, dc
chaque source ct de chaque croisement de population ¢t de source.

L’objet de cet article est d’exposer les techniques de décomposition cn
sous-groupes et en sources de revenu existantes avant d’étudier les méthodes
synthétiques qui combinent les deux décompositions. Par exemple, Mussard
(2004a, 2004b, 2006) montre, pour le cas particulier de la mesure de Gini, que
ces mesures fournissent une cxplication aux inégalités qui s’exercent A l'inté-
rieur des groupes ct entre les groupes par les changements de la structure du
revenu. La littérature concernant les mesures d’inégalités décomposables a
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donc conduit aux solutions soulevées par le probléme du no-bridge, c’est-a-
dire par 'absence de lien entre les deux techniques de décomposition. Elle a
en effet suggéré la construction et la généralisation de techniques synthéti-
ques de type multi-décomposition, qui permettent d’espérer que le lien unis-
sant les politiques économiques et les inégalités soit davantage précisé.

En retenant tout d’abord unc approche descriptive, nous mettons cn
évidence les enjeux sous-jacents aux problémes de la mesure des inégalités
(Section 2). Nous orientons ensuite la recherche vers I'examen de la pro-
priété de décomposition additive en sous-groupes permettant de concevoir
une mesure d’entropie généralisée et les éléments de réflexion critiques pou-
vant légitimer la mesure de Gini et le recours a4 une autre conception de
décomposition en sous-groupes (Section 3). Nous abordons ensuite (Section 4)
trois méthodes de décomposition en sources de revenu dont I'une basée sur
la valeur de Shapley permet de généraliser la mesure de la contribution de
chaque source de revenu au montant de 'inégalité totale. Nous étudions
(Section 5) 'adoption d’un nouveau type de décomposition, combinant la
décomposition en sous-groupes ct la décomposition en sources de revenu,
qui découle naturellement des enscignements des deux sections précédentes.
Cette technique est illustrée sur les revenus italiens de 2000 (Section 6).

2 La construction des indices d’inégalité

Les travaux de Dalton (1920), Kolm (1976a, 1976b), Shorrocks (1980) ct
Chakravarty (1999) ! ont conduit les chercheurs & admettre que les mesures
d’inégalité doivent respecter quatre propriétés essentielles. Soit / un indice
d’inégalité mesuré sur une population de taille n, d’unités statistiques 1,..., n
et défini par I : R} — R..ne N~
Axiome 2.1. Le principe de transfert de Pigou-Dalton (PD).
Soit une distribution de revenu ' (transposée de z) obtenue a partir d'une
distribution y' (iransposée de y) ot lon effectue un transfert de revenu
progressif%, autrement dit d'une personne possédant un certain niveau de
revenu vers une personne dont le niveau de revenu est plus faible :
I(x) < I(y) (PD)
Axiome 2.2 Le principe de population de Dalton (PP). Pour
une distribution ' concaténée® k fois, la mesure d’inégalité reste inchangée :

Les travaux axiomatiques de Chakravarty sont antérisurs a 1999, mais son article de 1999 (cf. Handbook
of Income Inequality Measurement) est une revue plus compléte de la littérature.

x est obtenu & partir de y par un seul transfert progressif s'il existe i et r tels que =; <y, <y, <,
¥, -, = £, Y. Y, = &, pourtout s # i 7 impliquant /() < I(y).

Soitun vecteur &’ = {z|, Ly ..., } . Laconcaténation d'ordre k consiste a répliquer k fois le vecteur x':

a =Ly LTNUOI N N
SN [

k fois & foin



Stéphane Mussard et Miche! Terraza 155

1Py = Ka), k=22, (PP)

Ce critére permet de comparer des indices mesurés sur des distribu-
tions de revenu dont les tailles sont différentes.

Axiome 2.3 L’anonymat ou la symétrie (SM). Elle désigne la
propriété d’un indice 1(-) qui est une fonction symétrique de ses arguments.
Par exemple, si x' est obtenue & partir de y' par une permutation quelcon-
que des revenus, alors :

I(z) = Iy). (SM)

Axiome 2.4 La normalisation (NM). Il s’agit de la condition
selon laquelle les indices d’inégalité prennent la valeur 0 pour des distribu-
tions égalitaires (autrement dit lorsque les individus possédent tous le méme
revenu) :

I(k1,) = 0 (NM)

ot 1, est le vecteur de dimension n dont les éléments sont tous égaux a la
valeur 1.

Les axiomes PD, PP, SM et NM définissent ’ensemble des indices
réguliers.

Axiome 5. L’invariance relative (IR). La propriété d’invariance
relative est U'homogénéité de degré zéro d’une fonction :

I(Az) = Kz),Ae R,. (IR)

Cette propriété permet de s’affranchir des unités de natures différentes 4.

Le socle axiomatique constitué des cing propriétés précédentes a pormis
aux chercheurs de trouver de maniére analytique certaines classes de mesures
d’inégalité comme celle de Atkinson-Kolm-Sen ou bien celle de Kolm-Pollak
(cf. Blackorby, Bossert et Donaldson (1999)). Par la suite, d’autres auteurs
vont s’intéresser aux notions de décomposition en sous-groupes et a la maniére
dont il est possible d’intégrer ces propriétés aux indices de mesure d’inégalité.

3 La décomposition en sous-groupes
La réflexion concernant la décomposition des mesures d'inégalité en sous-grou-

pes, abordée par Theil (1967), fut axiomatisée ct développée par Shorrocks
(1980, 1984, 1988). Nous analysons dans un premier temps les résultats

It existe un débat au sein de la communauté des économistes concemant les axiomes d'invariance. Cer-
tains privilégient IR alors que d'autres utilisent IA : linvariance absolue, autrement dit 'homogénéité de
degré 1 (ct. l'indice de Kolm (1976)). Il en est ainsi lorsqu'on recourt aux fenctions distance {Holder, dis-
tance transportée, efc.) pour évaluer les inégalités entre deux distributions de revenu. Certains auteurs,
comme Bossert et Pfingsten (1980) utilisent des mesures d'inégaiité avec un concept d'invariance intermé-
diaire afin que IR et |A deviennent des cas particuliers. Par conséquent, I'emploi de l'axiome IR est discu-
table. Les axiomes PD, PP, SM, et NM sont unanimement reconnus, ils définissent les mesures régulidres.
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auxquels Shorrocks est parvenu avant de proposer dans un deuxi¢me temps
quelques éléments de réflexion critiques basés sur la décomposition de la
mesure de Gini.

3.1 L’entropie et la décomposition additive

Shorrocks (1980) reprend 'idée de Theil (1967) selon laquelle il est possible
de recourir & la seconde loi de 'entropie, qui mesure le désordre d’un sys-
téme thermodynamique, afin de mesurer les inégalités : plus Pentropic est
importante, plus les inégalités de revenus le sont. Cette loi lui permet de
s’intéresser & la notion de décomposabilité en sous-groupes. Shorrocks (1980,
1984, 1988) définit en cffet dans un premier temps le concept de décompo-
sabilité additive puis celui de décomposition cohérente en sous-populations.

Soit une population mere P de taille n dont la moyenne des revenus
est notée m. P est divisée en k groupes P; de moyenne m; (=1, ..., k). Soit
f;la fréquence des individus appartenant au groupe P;et f;la part de revenu
de P; dans la masse totale des revenus :

n, nam
L= —2’ g = =i, 1
f’ n 7 nm (1)

Définition 3.1 (Shorrocks (1980)) La décomposabilité addi-
tive (DA). L'inégalité totale est la somme de deur composantes, une iné-
galité intragroupe I, et une inégalité intergroupe I, :

w

I=1lp+1,. (DA)

"
ot L =Y wilmj, ) (F))
j=1
el Iy=1I(m..... my ..., Mpee e oe s ).
ny fors ny fois

I( :}j) représente l'indice d’inégalité mesuré sur la distribution de revenu :?rj'
du groupe P;; @; le poids associ¢ a Pindicateur [, [, la contribution des iné-
galités intragroupes a l'inégalité totale et I, la contribution des inégalités
intergroupes a l'inégalité totale. L’inégalité intragroupe I, est une moycnne
pondérée des inégalités a lintérieur des groupes. L’inégalité intergroupe /,
représente les inégalités entre les revenus moyens m; des k sous-populations.
Elle est construite en supposant que chaque individu posséde le revenu moyen
de son groupe correspondant.

En 1979, Bourguignon avait défini la classe des mesures agrégatives
pour laquelle la quantité ZL . o (m; n)l j(?vj) n’est pas systématiquement

égale & I, Les mesurcs additivement décomposables constituent donc un
cas particulier des mesures agrégatives. Il avait ensuite démontré, cn sc
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basant sur un principe de décomposition particulier, celui pour lequel

n,m; prs T o

@(m;n) = ——L  que la différentiabilité, la symétrie ct I’homogénéité
A Znm;

de degré zéro permettaicnt de déterminer une mesure unique, celle de Theil

(1967, cf. équation (4) infra), qui respecte par ailleurs le principe de trans-

fert de Pigou-Dalton.

Sans imposer une structure particuliére aux poids w(m 5 T ) ct con-
trairement & Bourguignon (1979), Shorrocks (1980) s’appuie sur un principe
de décomposabilité additive plus large (DA) afin de démontrer que le coef-
ficient de Theil n'est pas 'unique mesure associée 4 un principe de décom-
position.

Théoréme 3.2 (Shorrocks (1980)) L’indice d’inégalité I (possé-
dant des dérivées secondes continues) satisfait les axiomes IR, SM, NM et
DA si et seulement si (ssi) I est un multiple positif de entropie généralisée
S, définie par,

. “ (e /m) =1 , 2)
5. = _ R—-0-1
’ ; ne(e — 1) ceR
So = l i: log m (3
“T 0 P P )
1 o 1
G = LN 4
ad n ; m e )

ot x; représente le revenu de Uindividu 4. °

Ces mesures dépendent du paramétre ¢, autrement dit, de I’impor-
tance que les analystes accordent aux différentes partics de la distribution
des revenus. En effet, lorsque ¢ diminue et tend vers —eo, I'indice accorde toute
son importance aux bas revenus ct aux transferts de revenus qui s'excrcent
dans cette partie. Inversement, pour ¢ 22, I'indice pondére plus fortement
les hauts revenus.

Les mesures intragroupes (S,,) ct intergroupes (S,) de Ientropie
généralisée s’expriment par (cf. Annexe A) :

Sow -Zr,("“) Se(i;) (5)

La construction de la mesure de Theil par Bourguignon (1979) ne nécessitait pas I'utilisation des axiomes
PD et PP. Seul, laxiome de transfert de Dalton (1920) était vérifié a posteriori. Shorrocks (1980) va lui aussi
verilier, a posteriori, pour la mesure S, le respect des axiomes PD et PP. La dérivabilité permet d'un point
de vue technique, tout comma la différentiabilité supposée dans les théorémes suivants, de recourir au
théoréme d'Euler avant de déterminer par intégration la forme de la décomposition recherchée.
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k -
se= St ((2) ) g

ot S, (:t;) est entropie mesurée sur le vecteur JJ] de la sous-population P ;
la somme des deux composantes donne la mesure globale de I'entropie géné-

ralisée :

=S5.,.+S., (7

cu

On peut done mesurer la contribution des inégalités qui s’exercent &
I'intérieur des groupes (S,,/S,) ct la contribution des inégalités entre les
moyennes des groupes (S,;/ S, ).

Shorrocks (1984, 1988) s’intéresse alors & la condition minimale qui
permet d’obtenir une décomposition cohérente, procurant ainsi une famille
d’indicatenrs décomposables en sous-groupes beaucoup plus large. On con-
sidére a nouveau que les inégalités entre les groupes [, sont uniquement
dépendantes des moyennes des revenus de chaque groupe P; 4 taille fixée. La
condition minimale de cohérence respectée par Pentropic généralisée, encore
appelée monotonic en sous-groupes, congoit que si I'inégalité augmente au
sein de chaque groupe, alors I'inégalité totale augmente, 4 condition que les
fi et les p; ne se modifient pas, autrement dit, que I'inégalité intergroupe I,
rcste mvau(mt(' En définitive, 'inégalité totale augmente (diminue) car la
hausse (baisse) de I'inégalité intragroupe 'emporte sur la variation nulle de
I'inégalité intergroupe.

Définition 3.3 (Shorrocks (1984, 1988)) La décomposition co-
hérente en sous-populations. Une mesure d’inégalité I satisfait la pro-
priété de décomposition cohérente en sous-groupes si :

I=g(l,. .1 .. L fiseoes S oo fi 81000 85 sy 5 (8)
ot g est une fonction croissante de ses k premiers arguments.

Supposons que les revenus du groupe P; se modifient, alors que les
revenus moyens et les tailles de chaque sous-population restent constants.
Si les inégalités augmentent (diminuent) au sein du groupe P alors 'iné-
galité totale augmente (diminue) °. Shorrocks (1984, 1988) montre ainsi que
’emploi de mesures non cohérentes, comme la mesure de Gini, peut conduire
selon lui a des situations non désirables pour lesquelles les inégalités s’accrois-
sent a I'intérieur de chaque groupe P; alors que Pinégalité totale diminuec.

Les travaux de Shorrocks (1980, 1984, 1988) conduisent donc a légi-
timer I'emploi de la mesure de I'entropie généralisée qui est un indicateur
régulier, homogeéne de degré zéro et additivement décomposable donc véri-

Cet exemple montre les lacunes lides & la notion de cohérence. En effet, en considérant un transfert pro-
gressif entre des individus appartenant & des groupes différents P et P, rien ne garantit la monotonie
suggérée par la cohérence en scus-groupes. ll faut pour cela un transfert ne modifiant pas la part de revenu
détenue par chaque groupe
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fiant le principe de décomposition cohérente 7. L'entropic généralisée de Shor-
rocks (1980) provient de la famille de divergence des puissances de Cressic
et Read (1984). 1l s’agit donc d'un cas particulier de ¢-divergence telle quielle
est définie par Csiszar (1967). Les cas ott ¢ = 0 ou ¢ = 1 permettent d’obte-
nir une décomposition cohérente des mesures construites sur la divergence
de deux fonctions de répartition. En reprenant une remarque émise par Theil
(1967), Shorrocks (1980) montre d’ailleurs que seuls les cas ot ¢ = O et ¢ = 1

. R n,/m\°
procurent une somme de cocfficients de pondération @ (m; n;) = —1(—-1)
n\m

¢gale a l'unité. Ceci implique que la quantité 1 - @,(m;, n;) n'est pas pro-
portionnelle a I'indice intergroupe J,. Par conséquent, les mesures S, et S,
ont I'avantage de posséder des coefficients de pondération intragroupes
w;(m; n;) indépendants de la mesure intergroupe 1. L'entropic généralisée
n’est pas toujours construite sur la divergence de deux fonctions de répar-
tition. On peut en cffet démontrer, pour ¢ = 2, que I'on obtient la décom-
position additive d’une mesure de dispersion divisée par unc mesure de ten-
2
dance centrale : il s’agit du cocfficient de variation au carré 6—2 (cf. Dagum
m
(1997b)). Une autre mesure de ce type, le coefficient de Gini, respecte aussi
cette propriété mais dans un cadre d’analyse trés particulier, celui du non-
chevauchement entre les distributions de revenus des groupes de la popula-
tion. L’cxistence de zones de non-chevauchement entre distributions deux
a deux provient du fait que parmi les individus du groupe le plus pauvre en
moyenne, aucun ne posséde un revenu supérieur a un quelconque individu
appartenant au groupe le plus riche en moyenne (cf. par exemple Pyatt
(1976), Silber (1989), Lerman et Yitzhaki (1991) et Dagum (1997a, 1997b)).
Théoréme 3.4 (Ebert (1988)) L 'indice I, défini sur l'ensemble des
distributions classées par ordre décroissant ,2...2;2...2, avec 7, le
rang de Uindividu i dans cette distribution, satisfait Uinvariance IR, PD,
PP, NM, la différentiabilité et la décomposabilité additive DA pour des dis-
tributions qui ne se chevauchent pas ssi I est Uindice de Gini G, ou l'entro-
pie généralisée S.. L’indice de Gini s’écrit:

63 () (2 ).

i=1

Les travaux de Cowell (1980a, 1980b) permettent de trouver la méme famille d'entropie généralisée. L'auteur
définit axiome de séparabilité additive (SA) selon lequel : [( F(x)) = y(m(F(x)), IJI:( )d( F(x))), ol
F(x) estlafonction de répartition de support % .00 3 estl'ensemble de toutes les distributions de revenu
possiblestelque 7 :3 —~ K. ¢ : B> — R. 7 :\ — R et m(F) := Jd () . Une mesure d'inégalité /
satistait PD, IR, SA ssi | est équivalente de manidre ordinale & 5..(F) = ~L | [(T—,) - 1] dF(s).



160 Recherches Economiques de Louvain - Louvain Economic Review 75(2), 2009

Ebert (1988) nuance les propos de Shorrocks en montrant que I'indi-
cateur de Gini est aussi unc mesure additivement décomposable. La décom-
posabilité additive est atteinte lorsque aucune distribution de revenus P;
et P, (pour tout j# h) ne se chevauche 8, Le résultat de Ebert (1988) est
donc restrictif. 11 repose de plus sur ’hypothése sclon laquelle la mesure de
Gini s’exprime en fonction des revenus ordonnés. Les revenus z; sont en
effet dépendants du rang des individus 7, la mesure G ne garantit donc plus
anonymat des individus (I'axiome de symétrie). Certains auteurs (cf. par
exemple Pyatt (1976), Silber (1989), Lerman et Yitzhaki (1991) ct Dagum
(1997a, 1997b)) refusent par ailleurs d’utiliser la méthode de décomposition
cohérente, jugée trop restrictive. Ils vont ainsi démontrer que la mesure de
Gini peut étre décomposée d’une maniére particuliére, permettant la cons-
truction d’un nouveau type de décompeosition en sous-groupes et garantis-
sant I'anonymat.

3.2 Mesure de Gini et éléments de réflexion critiques
Lorsqu’on utilise la différence moyenne de Gini (1912),
GMD = Z:- | :’= | IE_Q—M, il devient possible de récrire le coefficient de
Gini (9) en respectant l’gxiomc SM :

. L =y

G= ;’Z_: 2t (10)

Cette expression permet de décomposer la mesure de Gini en une
composante intragroupe G, ct une composante intergroupe « brute » G'gb
autorisant la distinction entre G, et I, (cf. Dagum (1997a)) :

I

Ji-1
G = Zcmm, 37N Gl fisn+ Tupy)- (11)

j=1 j=2 h=1
~— -~ s

G o

oi Gj; est la mesure de Gini mesurée sur le groupe P;, et ol G i est la

lnesmc de Gini mesurant les inégalités entre les groupca P; et P,". Con-

trairement & Pentropie généralisée, la mesure brute intergroupe cst néces-

En pratique, mises a part les études concemant les revenus d'individus pauvres et non-pauvres, il n'est pas
rare d'observer des chevauchements entre les distributions. En général, la plus riche des femmes a un
revenu beaucoup plus élevé que le moins riche des hommes.

La mesure de Gini entre deux groupes {cf. Dagum (1987)) est construite en calculant la somme des diffé-
rences binaires de revenu entre individus de groupes différents, puis en normalisant cette somme. Formel-
n,, L

lement, G, = b AN ol x; et z,, sont respectivement les revenus des individus i et

7= Lan(m;+ m,‘)

rdes groupes P; et P, avec G, € [0,1).
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sairement positive et cette positivité peut exister méme si les groupes ont
une méme moyenne. Qutre Pavantage que les inégalités entre les hommes
et les femmes ne peuvent pas étre négatives, cc type de décomposition per-
met de s’intéresser & I'influence du chevauchement s’exergant cntre les dis-
tributions de revenu. La mesure de Gini décomposée fait en effet apparaitre
un troisiéme terme qui évalue les inégalités provenant de la zone de chevau-
chement cntre les distributions des différents groupes étudiés. Soit Dy, la
distance économique directionnelle (Dagum (1997a)) permettant de mesu-
rer la proportion de différences binaires de revenus calculée a partir de la
zone dc non-chevauchement entre les distributions de revenus des groupes
Pjet P, 10, La décomposition du coefficient de Gini en trois composantes
devient donc :

13 bood=1 Aoyl
G=3 Giilysy+ 3 > GuDinlfisn+ fusi) + 3 3 Gl = D)y + fusj) . (12)
j=} j=2 h=1 =2 h=1
! =i , o2 .
Oy (St it

Par conséquent, il cst possible de mesurer la contribution des inégali-
tés & Plintérieur des groupes G,/ G, la contribution nette des inégalités
entre les groupes G,/ G et la contribution de I'intensité de transvariation
entre les groupes G,/ G. L'indice G,,, mesure les inégalités générées par les
revenus des groupes les plus riches en moyenne creusant des écarts avec ceux
des groupes les moins riches. Notons qu’an méme titre que V'entropie généra-
lisée, dés lors que les groupes ont, la méme moyenne, les indgalités nettes entre
les groupes sont nulles (ceci est possible puisque m; = m, = D, = 0). Le
troisiéme terme G, mesure au contraire les inégalités provenant des revenus
éleves des groupes en moyenne les moins riches qui créent des éearts de
revenu avec les individus des groupes en moyennc les plus riches .

La mesurce de 'entropie est souvent préférée a celle de Gini en raison
des propriétés de monotonie et de décomposition additive. Il est cependant
légitime de penser que I'évolution des inégalités totales suit une logique bien
plus complexe que la monotonie ne laisse supposer a priori. Un relachement

Pour construire Dj,,. on mesure tout d'abord la distance directionnelle brute d it qui est une moyenne pon-

dérée des différences de revenu r,, - x,, pour chaque revenu ; d'un membre de /°; supérieur au
revenu z,, d'un membre de P, (&;;>z,, telque m;>m,): d, = ‘r:(il"J(x)J:(av—y)dF,,(y) , ou
F; et F, sont respectivement les fonctions de répartition des groupes P; et P, . on mesure ensuite le

moment d'ordre 1 de transvariation p,:p, = r dF, ,I(.r)r(w— y)dF'j( ¥) qui est la moyenne pondérée
0 (0

d, -
des différences binaires de revenu i, - z,; (#;;< x,, tetque m;>m,, ). Ainsi: Dy = Sh” Pyt
djh + Py
Avant que Dagum (1897a, 1997b) ne démontre que ce troisieme terme G, provient de la transvariation
(Gini (1916), Dagum (1959, 1860 et 1961)), on a longtemps cru que l'indicateur de Gini n’était pas décom-
posable en sous-groupes. G, fut nommé en premier tieu terme d'interaction par Maokherjee et Shorrocks

(1982).
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de la condition de monotonic permettrait d’envisager le cas sclon lequel
I'inégalité totale diminue (augmente) méme si les inégalités a Pintérieur des
groupes augmentent (diminuent). Il suffit pour cela que le montant des iné-
galités intergroupes I'emporte sur celui des inégalités intragroupes.

Tlustrons ce propos & l'aide de I'exemple de Cowell (1988, p. 310) pour
I'indice de Gini. A la période T1, la distribution de revenu globale est don-
née par ¢ = (¥, ¥,) ou Z, = (1,6, 12) est la distribution du groupe 1, et
7, = (6,6, 9) celle du groupe 2. En T2, la distribution devient ¥ = (¥, ¥'s)
ott ¥, = (3,3,13) et 3, = (6,7, 8). Les moyennes et les tailles des sous-
populations sont constantes (les proportions s; et f; le sont aussi).

Entre T1 et T2, l'indice de Gini de chaque sous-groupe diminue :
0,385 — 0,351 pour le groupe 1 ; 0,095 — 0,063 pour le groupe 2. Au con-
traire, I'indice global augmente : 0,266 — 0,275, car 'intensité de transva-
riation G, augmente (0,125 — 0,150) alors que I'indicc de Gini net inter-
groupe G, reste constant (0,025) entre T1 et T2. Le troisitme terme
mesure la dépréciation (ou Pexclusion) ressentie par les sous-groupes les
mieux lotis (ccux dont la moyenne des revenus est élevée). Ces individus
peuvent cn effet sc sentir exclus du fait que le seul haut revenu du groupe
le moins bien loti (le revenu de valeur 12 du groupe 1) crée davantage d’iné-
galités en T2 qu’en T1. En T2, ce revenu engendre les trois différences sui-
vantes : (13-6)+(13-7)+(13-8) = 18, alors qu’en T1 le montant dc ces trois
différences était plus faible : (12-6)--(12-6)+(12-9) = 15. C’est cctte inten-
sité de transvariation, ce sentiment d’exclusion qui émane des groupes rela-
tivement riches, qui explique la hausse de I'inégalité totale.

D’aprés Sen (1973), cette exclusion est le fruit de comparaisons par
paires. Ces derniéres sont permises dés lors qu'un individu a la possibilité de
comparer son revenu (ou sa satisfaction, son utilité) & ccux des autres mem-
bres de la population, qu’ils apparticnnent a son groupe ou non. Il évoque
cc propos en ces termes :

“Iln any pair-wise comparison the man with the lower income can be thought
to be suffering from some depression on finding his income to be lower. Let
this depression be proportional to the difference in income. The sum total of
oll such depressions in all possible pair-wise comparisons takes us to the Gini
cocfficient.”

En 1976, Pyatt reprend 'idée de Sen afin de construire une nouvelle décom-
position de la mesure de Gini en relation avec la théoric des jeux. L’indica-
teur de Gini est associé a un jeu ol chaque convive a la possibilité de garder
son revenu ou de prendre celui d'une autre personne tirée au hasard dans
la population. Cette idée reposant sur le concept de comparaisons par paires
fut reprise en 1998 par Dagum qui montre que les indices dérivés de I'entro-
pie ne satisfont pas cette propriété. Sclon I'auteur, I'importance de ce prin-
cipe est lide au fait que les agents se livrent sans cesse & des comparaisons
entre la satisfaction qu’ils retirent d’une situation (par excmple un bien de
consommation) et celle que les autres individus obtiennent.
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La mesure de Gini montre que la question de la décomposition des
inégalités en sous-groupes est plus complexe que la propriété de décomposi-
tion additive. Cette complexité pourrait étre mise cn évidence par I'utilisation
d’un concept de décomposition en sous-groupes basé sur les comparaisons par
paires.

Définition 3.5 La décomposition en sous-groupes basée sur les
comparaisons par paires. Une mesure d’inégalité satisfait la propriété de
décomposabilité basée sur les comparaisons par paires si la mesure intra-
groupe rassemble toutes les comparaisons binaires qui ezistent & Uintérieur
des groupes et si la mesure intergroupe inclut toutes les comparaisons binai-
res possibles entre toutes les paires de groupes.

Cette propriété ouvre des perspectives dans la conception de I'inégalité
intergroupe. Elle ne reléve plus des différences moyenncs qui existent entre
les groupes mais des inégalités entre les revenus des individus qui appartien-
nent a des groupes différents : l'inégalité intergroupe brute. Comme le sou-
ligne Dagum (1997a), les indicateurs de mesure d'inégalité dont les compo-
santes intergroupes sont uniquement fonction des moyennes des sous-groupes
(comme toutes celles qui proviennent de la régle de décomposition cohérente)
ne peuvent pas tenir compte des phénomeénes d’asymétric et de variance. Au
méme titre que P'analysc de la variance, tout sc passe comme si les sous-
groupes ¢taient normalement ct également distribués, de méme variance, et
statistiquement indépendants. Comme clles sont construites en remplagant
les revenus des individus par la moyenne des revenus de leur groupe corres-
pondant, ces mesures ignorent les variances et les asymétries qui prévalent
dans chaque groupe. La décomposition par paire parait done heuristique. Pour
formaliser une telle propriété, il est possible de recourir A la famille des indi-
cateurs basés sur les paires de Kolm (1999) :

I(r) = Zh(ro(:, . (13)
o
ot F(0) = A(0) = 0, F cst croissante, ¢ est symétrique, ¢(E,E) = 0, ot on
¢ > 0 dans les autres cas. Remarquons dans cet exemple qu'il est possible
de regrouper les paires h(@(z, z,)) provenant d’un méme groupe et celles
qui sont issues de deux groupes différents. En supposant que F autorise le
calcul des contributions qu’exercent les deux types de comparaisons par pai-
res au montant global de I'inégalité, on obtient bien une nouvelle forme de
décomposabilité cn sous-groupes '2.

Unc autre propriété peut caractériser la famille des mesures basées sur
les paires. En effet, ces mesures permettent de capter des transferts de revenu
intergroupes qui préservent la moyenne. Soit les distributions de revenu

La fonction £ ne permet pas systématiquement de mesurer la contribution des inégalités intragroupes ou
intergroupes. Par exemple, une fonction puissance ne permetirait pas forcémeant de regrouper les paires
intragroupes et intergroupes afin de déterminer ../ 1 ou [,/ 1.
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Z, =(0,2,4) ct 2, = (0,0, 6). Supposons un transfert d’'un Euro du troi-
siome individu de la distribution 2, au premier de 2| et un transfert d’un
Euro du troisiéme individu de Z, au premier de Z,, tels que les moyennes

restent constantes. On obtient : }.'1 =(1,2,3) ct 2'2 = (1,0, 5). Les mesu-
res cohérentes et additivement décomposables fournissent une mesure inter-
groupe nulle. Elles ne permettent pas d’apprécier la maniére dont les poli-
tiques de redistribution basées sur des transferts entre deux groupes qui
préservent la moyenne peuvent diminuer les inégalités. Les mesures inter-
groupes basées sur les paires peuvent, au contraire, capter unc variation
d’inégalités, plus précisément unc baisse d’inégalités s'il s’agit par exemple de
la mesure de Gini brute intergroupe G ;.

En définitive, deux mesures réguliéres, homogénes de degré zéro, et
décomposables en sous-groupes ont retenu l'attention des économistes. De
nombreuses applications ont été menées afin d’expliquer I'évolution de la
structure par groupe des inégalités de revenus 13 sans qu’une réponse suffi-
sante ne soit fournie sur la différence qui prévaut entre les mesures additi-
vement décomposables (Pentropie) et les mesures qui ne satisfont pas com-
plétement ce principe (Gini). Néanmoins, les travaux de Gini (1916), Dagum
(1959, 1960, 1961, 1997a, 1997b, 1998), Sen (1973), Pyatt (1976), ct Kolm
(1999) suggérent implicitement que la différence entre I'entropie généralisée
¢t la mesure de Gini fait naitre une forme de décomposabilité basée sur les
comparaisons par paires. Cette derni¢re peut réconcilier les deux mesures
puisque, en effet, certains indices additivement décomposables peuvent étre
décomposés par paire. !

4 La décomposition en sources de revenu

La décomposition des mesures d’inégalité en sources de revenu (facteurs)
permet de comprendre qu’une source particuliére (le revenu du travail ou
le revenu du capital par cxemple) puisse étre a l'origine des inégalités dans
la répartition des revenus. Les sources de revenu procurent des liens étroits
avec la théorie économique. En 1978, Fei et alii montrent par excmple I'exis-
tence de relations entre les facteurs et la croissance économique, ainsi que la
possibilité d’analyser la distance qui sépare les familles riches des familles
pauvres par la détermination du poids des facteurs dans 'inégalité globale.

cf. par exemple Jenkins (1995) pour I'entropie et Dagum (1997a, 1997b) pour la mesure de Gini.

cf. Chameni (2006) pour le coefficient de variation au carré qui permet de construire une mesure intra-
groupe, une mesure nette intergroupe et une mesure de transvariation intergroupe, toutes analogues aux
mesures décomposées de Gini.
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Ces méthodes se sont révélées intéressantes dans la mesure ou les for-
mes analytiques & déterminer ne constituent pas un excrcice simple. En
effet, que ce soit pour I'entropic généralisée ou la mesure de Gini, la mesure
globale est inféricure ou égale a la moyennc pondérée des mesures par
source :

4
1) <3 p ). (14)
{
avec m' la moyenne arithmétique de la source £, [(#) =: I' I'indice d’iné-
o' s . d ¢ .
galité mesuré sur le vecteur de la source de revenu ¢, et pf = . Les éco-

nomistes ont donc cherché a déterminer la pondération qui pouvait leur per-
mettre d’atteindre 1'égalité dans 'équation (14) ci-dessus. Cette recherche,
conduite autour des indices de dispersion divisés par une valeur de tendance
centrale, s'est effectuée de deux maniéres différentes : soit en effectuant la
somme d’une combinaison linéaire des mesures obtenues pour chaque source
soit en rajoutant 4 cette méme combinaison linéaire un terme faisant inter-
venir les covariances des sources de revenu.

La paternité¢ de la premiére approche peut étre attribuée a Rao (1969)
qui démontre que l'indice de concentration de Gini est décomposable en
facteurs '°. Supposons que les revenus de chaque individu soient constitués
de ¢ facteurs (sources de revenu, dépenses de consommation, ete.) :

q
o= Z >0 0 e R (15)
(=1
olt x| est la ¢-iéme source de revenu détenue par Iindividu i. La décom-
position en facteurs s’exprime alors par :

‘4
G=Y )¢ (16)

=1
upf = m’ ésente la p: renne du f; £ dans le reve 1
ou p' = m'/m représente la part moyenne du facteur ¢ dans le revenu tota

—¢ - - .
et G un pscudo-indice de Gini mesuré sur le vecteur de la source ¢. Ce
dernier mesuré sur la source ¢ peut étre négatif. Il sc calcule a partir de

I'équation (9) ot les éléments x| du vecteur ,;:r de la source ¢ ne sont pas
classés par ordre décroissant mais placés au méme rang que celui du revenu
global correspondant z;. La contribution de chaque source a ['inégalité
totale G cst aussi représentée par une pseudo-inégalité de facteur pondérée
par la part de cette source dans le revenu moyen. Rao (1969) remarque qu'il
s'agit d’une décomposition non exacte puisque ’indice de Gini de la source

£, G, est ignoré. Fei et alii (1978) puis Fields (1979) justifient cependant

L'indice de Gini étant un cas particulier de I'indice de concentration (cf. Pyatt et afii (1980)), la décomposi-
tion est donc aussi valable pour e premier.
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son intérét par la relation qui cxiste entre G’ et GG =0, on O
représente un coefficient de rang mesurant la corrélation entre la source £
et le revenu global '8, La décomposition exacte du coefficient de Gini s’écrit
alors :

]
G=Y pad. (16)

(=1
Cette équation a donné licu & de nombreuses applications car clle per-
met des interprétations économiques de type compensation d’inégalités. La
contribution positive des inégalités de revenus du capital a I'inégalité totale
peut par exemple étre compensée par la contribution négative des trans-
ferts. Ce type d’interprétation peut aussi s’effectuer en utilisant les mesures
qui incorporent les covariances entre les sources. La variance, appartenant

a la famille de ’entropie généralisée a 1/ m* prés, caractérise cette deuxiéme
approche :
7] ¢ =1
at=3 o’ (T') +23 % " cov (.E’ : ;F»’) : (18)
=1 =2 )=1

On retrouve Peffet principal associé a chaque source de revenu et leurs
interactions deux & deux. Afin de réunir 'interprétation économique des
décompositions en facteurs et la logique mathématique qui peut permettre
de légitimer le recours a une mesure précise, Shorrocks (1982) introduit six
hypothéses nécessaires et suffisantes, I'auteur refusant la dénomination axiome.
Elles permettent de démontrer analytiquement que la variance et le coeffi-
cient de variation au carré sont les seules mesures décomposables en fac-
teurs. Lerman et Yitzhaki (1985) ne reticnnent pas ces hypothéses jugées
trop restrictives. Ils montrent que seule la décomposition de la mesure de
Gini (22) reste désirable puisqu'clle fait apparaitre trois indices : la mesure
d'inégalité pour chaque facteur, la part moyennc du facteur dans le revenu
global, et un coefficient de corrélation entre le facteur et le revenu global.
En effet, la variance ne fait intervenir au micux que deux de ces indices
voirc un seul si elle s’exprime par : o2 = Y/, cov(F . a).

Afin de surmonter les difficultés auxquelles les économistes se heur-
tent lorsqu'ils proposent un arbitrage entre la logique économique, basée sur
le calcul de la contribution d’un facteur a I'inégalité totale, et la logique ma-
thématique, permettant de légitimer une mesure, Auvray et Trannoy (1992)
proposent une généralisation de la technique de décomposition en facteurs par
I'utilisation de la valeur de Shapley. Cette idée est reprise par Chantreuil

Lerman et Yitzhaki (1985) montrent gue ¢!’ est proche du coefficient de corrélation de Pearson. Cependant,
son dénominateur est différent. Au lieu d'étre basé sur le produit des écarts-types, il mesure la covariance
entre le facteur ¢ et sonrang. Si ' = |, la source £ est une fonction croissante du revenu fotal. Si (" = -1,
le facteur ¢ est une fonction décroissante du revenu total. Enfin, si 1" = 0, la source de revenu ¢ est éga-
lement et identiquement distribuée, donc sa contribution & l'inégalité totale est nulle.
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et Trannoy (1999). Sastre et Trannoy (2002) et par Shorrocks (1999). Ce
dernier retrouve a ce propos son résultat de 1982 concernant les mesures de
la variance et du coefficient de variation au carré 7.

La valeur de Shapley (1953), concept issu de la géométric des simple-
xes, est utilisée en théorie des jeux coopératils ot I'on cherche & déterminer
les modalités de partage d’une somme (un bénéfice, un coit, ctc.).

On suppose qu'une mesure d’inégalité / est fonction de g facteurs 7 tels que :
¢ € £ ={12,.,q}. L'algorithme de Shapley permet dc mesurer la contri-
bution de chaque facteur ¢ a la mesure de I'inégalité totale I en supposant
que ce facteur peut étre éliminé lorsqu’on mesure /. Cet indicateur { dépend
donc d'un ensemble mouvant R. Il admet ainsi plusieurs formes fonction-
nelles F(R) définies par F: {R: R C L} — R.
Si on considére que le facteur ( (f € R) a été supprimé de I’ensemble des
variables , le nombre de facteurs restants cst égal a 7, le cardinal de R. En
mesurant la différence entre l'indicateur d’inégalité global (sur I'ensemble
de toutes les variables) et I'indicateur aprés la perte d’une variable ¢, on
définit un impact marginal particulier associé a la variable ¢. L’opération
est réitérée en supprimant ¢ avec d’autres sources de revenu. La mesure de
I'permet alors de déterminer un nouvel impact marginal. On répertoric ainsi
au total ¢! impacts marginaux pour chaque source de revenu.

Pour mesurer la contribution C’ de chaque facteur ¢ € £ & l'inéga-
lité totale, on calcule la moyenne pondérée :

S5y ey ey, (19)

r=0RCL\{r}
ou
A¢F(R):= F(RU{(}) - F(R) (20)

est un des impacts marginaux de la variable ¢. Chantreuil ¢t Trannoy (1999)
montrent que la valeur Shapley est une régle de décomposition cohérente
car la somme de toutes les contributions procure la mesure totale de 'iné-
galité :
q
I=>%¢" (21)
=1
Ainsi, au licu d’exprimer une relation de décomposition dans laquelle
on retrouve les mesures d’inégalité associées a chaque source, la valeur de
Shapley privilégic des mesures sccondaires, autrement dit des indices de

Shorrocks (1999) démontre que la valeur de Shapley peut aussi étre appliquée dans d'autres domaines,
comme celui des mesures de pauvreté.
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contribution, s’appliquant & toutes les mesures d’inégalité ¥ Elle permet de
réconcilier les propriétés mathématiques (que l'on trouve notamment dans
Shorrocks (1982)) avec certaines hypothéses de 'analyse économique, comme
la négativité de la contribution d’un facteur.

5 Une solution intermédiaire au probléme
du no-bridge : la multi-décomposabilité

L’utilisation exclusive des méthodes de décomposition en sous-groupes ¢t en
sources de revenu est-clle inévitable ? De nombreuses recherches, comme
celle de Jenkins (1995) sur l'entropie, laissent penser que les ensembles asso-
ciés aux mesures décomposables en sous-groupes et aux mesures décompo-
sables en facteurs sont disjoints. Pourtant, les techniques de décomposition
précédentes laissent supposer que les formes analytiques des deux types de
décomposition peuvent étre rapprochées pour mesurer, d’'une maniére plus
compléte, les inégalités. Pour cela, on utilise simultanément, les deux métho-
des de décomposition ¢n se basant soit sur la décomposition en sous-groupes
par paires soit sur la valeur de Shapley.

Lorsqu’on s’intéresse a la mesure de l'entropic généralisée ou unidimension-
nelle S, de Shorrocks (1980), on constate qu'elle ne permet pas d’atteindre
la propriété de multi-décomposabilité qui combine les deux méthodes de
décomposition en identifiant les couples « source ¢ / intragroupe » et « sour-
ce ¢ / intergronpe » dont la somme fournit I'indicateur global (cf. Annexe A).
En cffet, des termes redondants (comme des termes multiplicatifs entre
deux sources de revenu) ou des termes non décomposables (comme le loga-
rithmme d’unc somme) ne permettent pas la mesure de la contribution d’une
source particuliére au montant des inégalités intragroupes et intergroupes.
Les possibilités dc généralisation offertes par la valeur de Shapley permettent
de tempérer ce résultat en appliquant P'algorithme de Shapley (24) a chaque
composante [,, et I, séparément, tout cn respectant la régle de cohérence.
Formellement :

K

I=Y c.+ zq:c,’,. (22)

¥=| =1
ou q est la contribution de la source ¢ a I'inégalité intragroupe et CI;" la

contribution de la source ¢ a 'inégalité intergroupe. Les éléments du ta-

Une décomposition exacte fait intervenir les mesures d'inégalité pour chaque source. Elle est attrayante
puisque la base axiomatique existante pour la mesure globale s’applique aussi & la mesure de chaque
source. Néanmains, dans ce cadre de décompasition, si la logique économique est privilégiée par le calcul
des contributions, rien ne prouve que les combinaisons finéaires de mesures par source, par exemple
p' € " pour la mesure de Gini, respecte les axiomes de base.
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bleau 1 peuvent étre dans ce cas déterminés et toutes les mesures décom-
posables en deux éléments, comme les mesures cohérentes en sous-groupes,
sont multi-décomposables ',

Ces multi-décompositions n’échappent pas cependant aux critiques
énoncées précédemment concernant les mesures intergroupes déduites de la
décomposition cohérente. Il en est ainsi car les restrictions imposées par
cette propriété, impliquant notamment des sous-populations dont les carac-
téristiques obéissent a des lois normales de méme variance et statiquement
indépendantes, peuvent inciter & ne pas adopter ce type de multi-décompo-
sition. Une version modernisée de 'entropie généralisée, I'entropie générali-
séc multidimensionnelle de Tsui (1999), fournit une multi-décomposabilité
exacte (c¢f. Annexe B), mais ne permet pas, non plus, de contourner les dif-
ficultés liées & la structure de I'inégalité intergroupe.

Pour dépasser ces difficultés, il est possible de recourir a la famille des
mesures d’inégalité décomposables en sous-populations par les comparai-
sons par paires (18). Elle réconcilie le cas particulier de I'entropie générali-
sée pour lequel ¢ = 2 et la mesure de Gini. Imposons une forme fonction-
nelle & cette famille de telle sorte qu'elle permette de retrouver facilement
ces deux indicateurs dont nous savons qu'ils sont réguliers et homogénes de
degré zéro :

n ’ s
Xy 0y
s =35 v 20La (23)
=1 r=1
Au numérateur apparaissent les inégalités de revenu entre chaque
paire d’individus dépendant d’un paramétre oo ?, Le dénominateur a pour
role de normaliser I'indice (cf. par exemple Ebert (1999)). Pour des formes
diverses de f, on obtient :

Notons que la multi-décomposition peut aussi s'obtenir an appliquant une premiére fois la valeur de Sha-
pley afin d'obtenir les composantes [, et [, puis en appliguant une seconde fois la valeur de Shapley a

chaque indice /,, et /, afin d'obtenir les contributions de chaque source de revenu C, et C;. L'article

it

d'Israeli (2007) montre, dans le cadre d'une régression linéaire, comment le Rz se décompose en varia-
bles primaires puis en variables secondaires en appliquant séquentiellement la valeur de Shapley. Deux
procédures permettent d'atieindre ce résultat. La premiére procédure est la valeur Nested-Shapley de
Chantreuil et Trannoy (1999) qui permet d'obtenir les contributions des variables secondaires indépendam-
ment des variables primaires. La seconde procédure est la valeur d'Owen (reprise par Shorrocks (1899)
dans le cadre des inégalités et de la pauvreté) pour laquelle les contributions des variables secondaires
sont dépendantes des contributions des variables primaires. Cf. aussi Mussard et Peypoch (2008) pour le
cas d'une multi-décomposition par la valeur de Shapley appliquée a l'indice de productivité de Matmquist.
Contrairement au paramétre ¢ de I'entropie généralisée, a ne permet pas de se focaliser sur une partie de
la distribution. Il peut néanmoins étre considéré comme un paramétre d'aversion a l'inégalité, plus o aug-
mente et plus les inégalités s'amplifient.
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G(a) sif() =2n%m et sia = |
GAR(2) si flaioe) =nPmax{e;.r.betsia=1
o) = ’1 () si fla I.)' ! 1)\{ .r } et sia (@)
GAID(2) sifley=n“etsia=1
Sa(a) sof(e) =20t et sia =

ot GMR cst le rapport moyen de Gini (cf. Mussard (2004a)) et S, le coef-
ficient de variation au carré. Lorsque deux individus i et 7 sont tirés au
hasard de la population globale P (avee remise), la différence moyenne de
Gini mesure la différence de revenu espérée entre ces deux individus, alors
que le rapport moyen de Gini 2! permet d’évaluer la part de revenu espérée
du plus riche (en pourcentage) qui est détenue par le plus pauvre.

Le point commun & ces quatre mesures est la décomposabilité en sous-
groupes. Lorsque la population mére P est partitionnée en k sous-groupes
(j=1, ..., k), on mesure la composante intragroupe g(z),, avec les compa-
raisons par paires a I'intéricur des groupes, et la mesure intergroupe brute
9(x) gy avee les comparaisons par paires entre chaque paire de groupes :

.q(..»:zz'“‘ ol

=1 r=|

ST _ kg oo, _
—ZIZIZ:III” )" )Z’Z‘ZIE:IIJU”I):I; (25)
j=1 i=1 r= J=2h=1i=1r=

q(r).,, [{C P
ou z;; cst le revenu de I'individu i appartenant au groupe j 22. Comme l'indi-
que le tableau 1, ce type de ratio permet, par exciple, de mesurer les iné-
galités provenant du groupe des hommes, du groupe des femmes, et les iné-
galités entre les hommes ct les femmes.

Pour combiner la décomposition en sous-groupes ct la décomposition
cn sources de revenu, il faut mettre en évidence les sources de rémunération.
Chagque individu posséde au total g sources de revenu dont la somme fournit

2! La mesure GMA satisfait NM, PP, SM, IR, une version relative de I'axiome de Pigou-Dalton et une version
plus faible du principe de transfert issu du quasi-ordre différentie! relatif. La mesure GMD satisfait NM, SM,
et PD.

22 pouyr les quatre mesures, il est possible de faire apparaitre les indices pour chaque groupe gjetles indices
pour chaque paire de groupe g,. suffit pour cela de trouver la fonction de normalisation de g; notée
7)) ) de spécifier un indice entre deux groupes g;;, et sa fonction de normalisation f{(-) b La décomposi-
tion par paire s’exprime par : g{+) = Ef L , = ) ——ig, rZ,A }:,’,-‘, ﬂ,'—‘?,’—'g,‘.. Par exemple, pour (GMD),,
on peut avoir: f();: = nf. GADy, = T Yo, 1 ,:'_”',”' et f(*),,: = n;n),. De méme, pour 5, (ct.
Chameni (2006)) : f(*);: = 21} 1}, Sojn = X0z, T, '_‘_,'_"._, ot f(-): = nymy(m; +m}). La

décomposition ainsi obtenue est différente de ceile de Shorrocks (1980) et évite les critiques liges a la
structure de la mesure intergroupe.
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le revenu global. Rappelons que le revenu de I'individu ¢ se décompose selon :

ai =Y 4_ 2¢. On obtient alors :

n; n,

; l_l PU ZI—I TUI“
BRI 0

J=1lLi=l r=1

Io J=1 1y ny
)ZZZZ ;~1’ f(‘)Zf_l ':h . (26)

J=2h=1i=1 r=I

Decux solutions peuvent alors étre retenues en fonction des valeurs de
a. Pour «22, on peut mesurer le poids de chaque source & I'inégalité totale
ainsi que les interactions entre les sources. Les termes multiplicatifs entre
les sources ne permettent pas, comme pour la décomposition de la variance
(18), d’obtenir unc interprétation économique claire en termes de corréla-
tion croisée entre les sources. Pour o = 1, on peut calculer, sans termes
redondants, la contribution de chaque source a I'inégalité totale. En utili-
sant la formule [a- b = a+ b-2min{e, b}, on a : %

s on, n B : v 0 q L f
Zz':z’: - I,J +Z,_l.1” 2mind 07w o k)
Jj=1Li=1r=1 ”)

~ S
v~

glr)e

J=L nyoay, 9 i g q 4
. lwl ' i+ Zl:l Xpgy =2 min{} 7., Xijs 2o Ty}
LY S bl e

=2 h=1i=1 r=1

glx)

!I(;'(),,l.

Pour les applications cmpiriques, lorsque I'équation (27) cst retenue,
on peut déterminer le minimum de deux sommes. Les propriétés d’associa-
tivité et de commutativité de 'addition permettent ainsi de regrouper tou-
tes les sources de revenu qui sont de méme nature. On peut alors isoler le
facteur salaire et mesurer sa contribution aux inégalités intragroupes (par
exemple aux inégalités masculines et aux inégalités féminines) et sa contri-
bution aux inégalités intergroupes brutes (par exemple aux inégalités entre
hommes ct femmes). En isolant Ieffet de toutes les sources de rémunération,
on obtient au total une mesure d’inégalité¢ multi-décomposable. Elle autorise

le calcul de tous les couples générateurs d'inégalités tels que « source ¢ /
groupe j» et « source £ / entre les groupes j et h » '. L’¢équation (27) est

23 Drautres formules équivalentes peuvent étre utilisées atin d'obtenir le méme résultat comme
la-8l = max{a, #} -min{e, b}.

24 Cette solution {27) n'aborde pas les possibilités de décomposition en trois éléments. On pourrait en effet
décomposer la mesure brute intergroupe g(x) b afin d’obtenir la mesure des inégalités moyennes entre
les groupes et l'intensité de transvariation. Pour cela, il suffirait de regrouper par paquets les différences
de revenu positives entre I’j et P,, issues du groupe le plus riche en moyenne, et celles qui proviennent
du groupa le plus pauvre en moyenne. On obtiendrait alors des indicateurs multi-décomposables munis de
trois composantes.
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une solution intermédiaire au probléme du no-bridge pour les mesures de
Gini, GMR et GMD. En effet, une solution de multi-décomposition de pre-
mier rang consisterait a décomposer la mesure d’inégalité globale en une

moyennc pondérée d’indices pour chaque groupe et chaque source (/ ,') et
une moyenne pondérée d’indices pour chaque paire de groupe ct chaque
source (/},). Il existe donc autant de problémes ouverts que de mesures

e ’ . s 25
d’inégalités 2.

6 Les revenus italiens en 2000

Afin de comprendre Pintérét économique des multi-décompositions, étu-
dions les résultats qu’il est possible d’obtenir lorsque les solutions intermé-
diaires de multi-décomposition sont envisagées. Utilisons, a titre d’exemple,
la mesure GMR afin d’analyser les disparités de revenus italiennes. L’Italie
est partitionnée en trois régions : Nord, Centre, Sud, ot le Sud inclut aussi
les iles telles que la Sicile. L’échantillon retenu est issu de la Banque d’Italie :
Survey on Household's Income and Wealth et concerne I'année 2000. 11 com-
prend 14254 individus et ses caractéristiques sont données dans le Tableau 2.
L’analyse est menée sur sept sources de revenu : (A) les salaires nets ;
(B) les primes ct autres avantages divers ; (C) pensions et arriérés ; (D)
transferts (aide & la scolarité et pensions alimentaires) ; (E) revenus nets
provenant de sa propre entreprise (entreprencurs) ; (F) revenus immobiliers ;
(G) revenus financiers. Les statistiques du tableau 2 sont annueclles. Le
revenu annuel total de 'individu correspond & son revenu disponible net
puisque les transferts sont comptabilisés.
Comme le montre le Tableau 3, la multi-décomposition fournit les contribu-
tions des sources A 'inégalité totale, les contributions des groupes, les contri-
butions des inégalités entre les paires de groupes et les contributions des iné-
galités entre paires de groupes pour chaque source %

Pour la mesure de Gini, ce probléme ouvert ne concerne que la partie intergroupe. La partie intragroupe
peut en effet se réécrire comme una moyenne pondérée d’indicateurs de Gini pour chague groupe et cha-

& " :

que source Gl';. D'aprés (1), G, = ;= lG'j).f]‘s). D'aprés Fel et alii (1978) : ¢; = Y!_ pf O &',

Comme G, est construit de la méme maniére que G, onobtient 7, = 3°7_, p; (¥} (},. Par conséquent :
. 13 s 0 oo

Go =305 20 Jisapi 05 Gl

cf. Annexe C pour le développement de la multi-décomposition de la mesure GMR et Mussard (2004b,
2004c) pour une application concemant la mesure de Gini.
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S?;‘::E;:ui :L Nord Centre Sud-Iles Total
Individus », 6540 3035 4679 14254
Moyenne (Euro) m, 1732565 | 15224,08 |12643,93 | 15341,36
Ecart-type (Euro) 16052,85 | 14011,80 |[11159,05 | 14321.76
Moyenne source A : m}‘ 6643.38 5741,56 5043,19 5809,38
Moyenne source B : m] 86,08 3243 31,47 49,99
Moyenne source C : m| 3823,35 | 3614,73 | 3198,97 | 3545,68
Moyenne source D : m! 96,55 84,05 124,12 [ 101,57
Moyenne source E : mf 2552,93 2194,27 1888,27 2211,82
Moyenne source F : m! 340748 | 309990 | 2150,06 | 288581
Moyenne source G : m;" 715,88 457,13 207,85 460,29

Tableau 2 : Description des revenus italiens par région en 2000%*
** Source : Bangue d'Italie Survey on Houschold’s Income and Wealth 2000

En 2000, les salaires expliquent 43,34% de l'inégalité totale (cf. le
total de la colonne Source A). L’analyse de la structure des inégalités indi-
que la tendance qu’elles ont a s’exercer entre les groupes. Les inégalités
entre le Nord et le Sud (entre la région la plus industrialisée et la plus agri-
cole) expliquent 30,96% de I'inégalité totale (cf. lc total de la ligne Inégalités
Nord / Sud). En combinant les deux plus fortes contributions marginales cn
facteurs et en sous-groupes, on vérifie que le couple Salaire / Nord-Sud pos-
séde la plus forte contribution a I'inégalité totale avec 14,03% (cf. Tableau 3).
L’indépendance des lois marginales peut cependant conduire & la propriété
sclon laquelle la multi-décomposition ne procure pas forcément le méme
résultat que les croisements des décompositions marginales. Par exemple,
considérons les inégalités de la région Centre qui s'¢lévent & 4,38% de 'iné-
galité totale. Les transferts représentent le facteur le plus faible puisqu’il
permet de diminuer les inégalités globales de 'ordre de 0,23%. Pourtant le
croisement de ces deux contributions ne fournit pas le couple le plus faible,
car les transferts de la région Centre expliquent -0,02% de I'inégalité totale
alors que les transferts entre le Nord et le Sud permettent de diminuer les
inégalités de 0,08%.

La technique de multi-décomposition évite dans certains cas les
cerreurs de politiques économiques qui consistent & interpréter uniquement
les combinaisons des résultats marginaux donnés par la décomposition en
sous-groupes et la décomposition en sources de revenu. La multi-décompo-
sition détermine de manic¢re plus claire et plus précise les couples source /
groupe qui expliquent I'inégalité totale.
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Sources £ — . Total
L Source A{Source BSource C|Source D|Source E|Source F|Source G
Inégalités 4 Groupes

Inégalités 0,0393 | 0,0007 | 0,0120 | -0,0002 | 0,0172 | 0,0254 [ 0,0050 | 0,0994

Nord (8.08] | [0.04] | [247) | -0,04] | [3.54] | [5.23] | 11,03] | [2045]
Incgalités | 0,0086 | 0,0001 | 0,0026 | -0,0001 | 0,0034 | 0,0059 | 0,0008 |0,0213
Centre [1,77) | fo02) | 053] | 002 | (07 | [1.21] | [0.16] | [4,38]
Incgalités | 0,0262 | 0,0002 [ 00094 | 0 | 0,0087 | 0,0084 | 0,0009 | 0,0538
Sud [5.39] | (0,04 | 13,03 | [0 | [L79) | (73] | (0.19) | [12,07]

Inégalités 0,0373 | 0,0005 | 0,0114 [ -0,0002 | 0,0151 | 0,0242 | 0,0041 | 0,0924
Nord;/Centre| [7,67] | [0,1] | [2.35] [ (-0,04] | [3,01] | [4,98] | [0,84] [[19,01]

Inégalites | 0,0682 | 0,001 | 0,0218 | -0,6004 | 0,024 | 00305 | 0,0054 | 0,1505
Nord/Sud | [14,03] | [0.21] | [4.48] | [-0,08] | [4.94] | [6,27] | [1.11] |[30.96]

Incgalites | 0,0311 | 0,0002 | 0,0102 | -0,0002 | 0,0107 | 0,0147 | 0,002 | 0,0687
Centre;/Sud | 64] | (004] | [21] | [0.04] | [2.2] | [3.02] | [0.41] |][14,13]

Total 0,2107 | 0,0027 | 0,0674 [-0,0011] 0,0791 | 0,1091 | 0,0182 |GMR =
Sources (43,34] | |0.56] | [13.87] | [-0,23] | [16,27] [ |22.44] | [3.74] |0,4861

Tableau 3 : Multi-décomposition de GMR : Italie 2000%*
** Source : Bangue d’ltalie « Survey on Household’s Income and Wealth 2000 »
**|.] : Contribution en pourcentage de l'inégalité totale

La technique permet enfin de réaliser en laboratoire des tests et des
simulations de politiques économiques. Par exemple, méme si globalement
les transferts diminuent les inégalités globales (-0,23%), on s’apercoit que
les transferts entre les individus du Sud ne permettent pas de diminuer les
inégalités (0% de I'inégalité totale). Ainsi, la multi-décomposabilité identific
et prévoit les combinaisons qui ne diminuent que trop faiblement ou qui
tendent & accroitre les inégalités totales.

7 Conclusion

Les mesurcs de I'entropie font office de référence dans le domaine des mesu-
res d’inégalité décomposables. L'entropic unidimensionnclle généralisée S,
(cf. Shorrocks (1980) et Cowell (1980a, 1980b)) a longtemps été retenue car
clle respecte le principe de décomposition additive. Certains auteurs,
comme Dagum (1997a, 1997b), considérent pourtant qu’elle ne conduit pas
a la construction de bonnes mesures décomposables en raison des doutes
concernant la propriété de décomposition cohérente. L'entropic généralisée
unidimensionnelle, pourtant multi-décomposable par la valeur de Shapley,
ne possdde pas de composantes intergroupes I, acceptables. Ces derniéres
sont, en cffet, construites en supposant que les observations sont indépen-
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dantes, que les groupes ont la méme variance et sont normalement distri-
buées (cf. Dagum (1997a)).

La classe des mesures de Gini g(z) est aussi une famille d'indices
multi-décomposables qui lient la décomposition en sous-groupes et la
décomposition en sources de revenu. Méme si le revenu est uniquement
déterminé par les dimensions que représentent les sources de rémunération,
les mesures de Gini intergroupes (brutes) g9(x),, peuvent étre considérées
comme plus satisfaisantes puisqu’elles prennent en compte les phénoménes
de variance et d’asymétrie entre les groupes 7.

Les résultats de multi-décomposition intermédiaires suggérés par la
classe de mesures g(z) permettent de manicre générale de tester Ueffet des
politiques socio-économiques de redistribution en mesurant l'impact des
transferts (et d’autres facteurs) aux inégalités intragroupes et intergroupes.
Il devient possible de révéler, par exemple, les contresens des croisements
de décompositions marginales en sous-groupes ct en sources de revenu. La
multi-décomposabilité offre par ailleurs des perspectives de recherche inté-
ressantes. Il en est ainsi de I'étude de Iinférence statistique de toutes les
composantes « source ¢ / groupe j» et « source £ / entre les groupes jct h »
pour l'analyse de la significativité des variations des contributions d’inéga-
lités au cours du temps et de la recherche d’une forme analytique qui per-
mettrait I'écriture de I'inégalité comme une moyenne pondérée des inégali-
tés pour chaque groupe et chaque source / : et des inégalités entre chaque
paire dec groupe pour chaque source ij,,.
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Annexe A : L’entropie généralisée
n’est pas multi-décomposable

D’aprés la propriété DA :
Ly = Zj;,wj(m.,.nj‘)lj(;T'J) Si wjlmj.ong) = fj(54)", Ventropic généra-
lisée intragroupe s’écrit :

Zf, (%52)" et

Toujours d’aprés DA : L= ](M """ u) . En subs-

ny fois ny fois
tituant dans S, les revenus des individus z; par la moyenne de leur groupe
correspondant, on a :

Sen = Zfi(((—l) ((,I,l’;)) _1)'

Etant donné que les sources de revenus sont liées par une relation
additive a; = Y7 at, les moyennes des sources le sont aussi. La moyenne

des revenus du groupe P; se décompose en cffet en la somme des moyennes

de chaque facteur : m; = Y°9_ . Par conséquent, I'inégalité intragroupe
J =114

u S mi\ "
e = S0 [ =) sy
Sew = fi (T) SA(iL5).

J=1

devient :

Le terme élevé 4 la puissance ¢ ne permet pas de mesurer la contribu-
tion d’une source particuliére au montant des inégalités intragroupes. La
méme remarque peut étre faite concernant la mesure intergroupe :

Sety = Zl: f—t IWELIAY |
”'b_J,ZI"c((:—l) m '

L’entropie unidimensionnelle n’est donc pas multi-décomposable sans
recourir a 'application de 'algorithme de Shapley sur chaque composante
S, et S,y

o
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Annexe B : La multi-décomposition d’un cas
particulier de I’entropie multidimensionnelle

Soit TT Pensemble des matrices de taille nx ¢. Supposons que I'on observe
q caractéristiques (en colonnes) correspondant a n individus (en lignes) : par
exemple le niveau d’éducation, de santé et de revenu de n individus. Pour
X e M, unc mesure d’inégalité multidimensionnelle est définie par

"I — R. X — ["(X),n > 2. Cette définition, dépassant le pro-
biéme unidimensionnel de la mesure des inégalités, a permis a Tsui (1999)
de proposer unc mesure d’entropie généralisée multidimensionnelle. Un cas
particulicr de celle-ci, dont la forme analytique ressemble & celle de S, est
donné par :

I"(X) Z Zﬁ' 0g (—’;) B>
=l f=1

ou I"(X) est obtenue & une transformation quelconque prés. On peut trou-
ver dans Tsui (1999, p. 154), des informations complémentaires ct en par-
ticulier 'obtention des paramctres 8¢, A la différence de U'entropie unidi-
mensionnelle, I” est définie sur un ensemble de matrices dont les colonnes
peuvent étre caractérisées aussi bien par des dimensions que par des sources
de revenu. Ainsi, si I" était multi-décomposable, il scrait possible de mesu-
rer influence et la contribution de chaque source sur la valeur des inégali-
tés intragroupes ct celles des inégalités intergroupes afin de déterminer les
valeurs manquantes du Tablcau 1. On a dans ce cas :

1 hpooy r
mnx)= Z /J ZZO log (———) +Z IJZO log (———) .
i=1 (=1 =1 =1

Contralrement A 'entropic généralisée unidimensionnelle, ce cas par-
ticulier de ’entropie multidimensionnelle de Tsui (1999) est multi-décom-
posable. Il n’échappe cependant pas aux critiques concernant la spécifica-
tion de la mesure intergroupe. Elle repose en effet sur des inégalités qui
concernent les moyennes de chaque groupe.

Annexe C : La multi-décomposition de la mesure GMR

Soit GMR;; et GMRj, les indices mesurant les inégalités au sein du groupe
j et entre les groupes jet h:

”, "J ”1 n;

@iy = Ti =
GMR; = ZZ’I—”L G"‘IRJ"=ZZ i) = ) '
¢ nF max{rij. ;) S e nng max{ay . ry)

i=l r=
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2
, n; n;m, . o
Soit z, = —-é et z; = — les pondérations associées & GMR,,
n n

GMR,,. La décomposition en sous-groupes s’écrit :

3 [ |
GAMR(r) =) 5 GMR;+ ) 2 GMR,,.
j=1 =2 h=1

Soit 'opérateur :;’;, donnant la ¢-iéme source de rémunération issuc

du minimum entre les revenus z;; et x,;. Soit Popérateur .r donnant la

;h ir
f-iéme source de rémunération issue du minimum entre les revenus z;; et
z,;- En mesurant la contribution de chaque source aux indices GM R ct

GMR;,, on obtient la multi-décomposition de GMR :

NI/ - /} IH O L J rh )".\:l "
("IR(')_ZZZZJN nn\{) Iy +)ZZZZZ ” " nn\{l J_}
[T IR ‘ te Y=l =2 h=| 1= 1 r=] h :, ije ok
c <o
GATR, Gl Ty,

ot GMR,, est la mesure d’inégalité intragroupe et GMR,;, la mesure d’iné-
galité intergroupe (brute). En mesurant la contribution C! ; de la source ¢

aux inégalités du groupe j et la contribution C;h de la source ¢ aux inéga-
lités entre les groupes j et A, les pourcentages du Tableau 3 concernant ’Ita-

, ¢!

ih
« UH et 100za7R -

lic pecuvent donc étre identifiés par : 1004 AR



