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La �gure 1 donne une vue sch�ematique en coupe d'un moteur �a r�eluctance utilis�e pour commander
un mouvement oscillant des lames de coupe dans certains types de rasoirs �electriques. En l'absence de
courant dans la bobine un ressort maintient la partie mobile dans une position excentr�ee � = �0, �x�ee par
une but�ee m�ecanique (non repr�esent�es sur la �gure). En faisant circuler un courant i dans la bobine on
provoque l'apparition d'un couple d'origine �electromagn�etique qui tend �a aligner la partie mobile sur la
partie �xe. Si le courant i est un courant alternatif dont la fr�equence est choisie de mani�ere �a être �egale
�a la moiti�e de la fr�equence propre d'oscillation du syst�eme m�ecanique form�e par la partie mobile et le
ressort de rappel, on cr�ee un mouvement oscillant entretenu.

θ

α

Re

e

l

la

lf

h

Partie mobile

Partie fixe

Enroulement

Fig. 1 {

Chaque enroulement de la bobine compte n tours. Les deux enroulements sont connect�es en s�erie.
Re est le rayon moyen de l'entrefer : Re = 28mm
e est l'�epaisseur de l'entrefer : e = 0,1 mm
� est l'ouverture angulaire des pi�eces magn�etiques au niveau de l'entrefer : � = 9,2°
` est la largeur du moteur : ` = 28 mm
`a est la largeur axiale du moteur : `a = 12 mm
h est la hauteur moyenne du stator au niveau de l'entrefer : h = 37,7 mm
`f est la largeur moyenne du noyau de fer : `f = 7 mm
� est la position angulaire de la partie mobile par rapport �a sa position d'alignement avec la partie �xe.

1. Calcul du couple d'origine �electromagn�etique sous l'hypoth�ese d'une perm�eabilit�e du fer

in�nie

Question

Calculer le couple �electromagn�etique en fonction de la position du rotor � (j�j < �) et du
courant i circulant dans les bobines. On consid�erera que la section de chacune des bobines
est �egale �a 115 mm2 et que la densit�e de courant moyenne y atteint j = 1 A/mm2. On
supposera que la perm�eabilit�e du fer est in�nie et que les 
ux de fuite sont n�egligeables.

Aide structur�ee

Comme d�emontr�e au paragraphe 2.5.2 du livre, le couple est �egal �a la variation, en fonction de la position,
de la co-�energie magn�etique stock�ee, lorsque celle-ci est exprim�ee en fonction du courant i.

! mais encore
Dans le cas lin�eaire, la co-�energie magn�etique est �egale �a l'�energie magn�etique

Wmag =Wcmag =
1

2
Li2

o�u L est l'inductance propre de l'enroulement.

! mais encore
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La perm�eabilit�e du fer �etant in�nie et les 
ux de fuites n�egligeables, l'inductance propre de l'enroulement
L, est �egale �a n fois le 
ux � qui traverse l'entrefer divis�e par le courant qui circule dans l'enroulement

L =
n�

i

! mais encore
Si la perm�eabilit�e du fer est in�nie
{ le champ H dans le fer est nul
{ le champ H aux surfaces de s�eparation du fer et des entrefers est perpendiculaire �a cette surface.
Les 
ux de fuite �etant n�egligeables (parce que les entrefers sont minces), on peut supposer que le champ
d'entrefer He est constant et perpendiculaire aux pi�eces magn�etiques dans la r�egion o�u elles se font face.

R�eponse

Pour j�j < �, on a :

Cem =
��0R`an

2i2

4e

�

j�j

La �gure 2 donne l'�evolution de ce couple en fonction de la position pour ni = 230 A.tours.
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Fig. 2 { Evolution du couple en fonction de la position (hypoth�ese de perm�eabilit�e du fer in�nie).

D�emonstration

Le champ He dans les entrefers (dans la zone o�u les pi�eces ferromagn�etiques se font face) s'obtient en
appliquant le th�eor�eme d'Amp�ere. Si on suppose la perm�eabilit�e du fer in�nie, l'int�egrale sur tout contour
dans le fer traversant les entrefers dans la zone o�u les pi�eces magn�etiques se font face fournit, (�gure 3) :

I
~H ~d` = H1ee+H2ee = ni

Par raison de sym�etrie les champs dans chacun des deux entrefers sont �egaux en norme : H1e = H2e = He.
Ils valent en tout point des entrefers :

He =
ni

2e

Du champ ~He dans les entrefers, on passe au champ ~Be par la relation ~Be = �0 ~He.
~Be �etant perpendiculaire �a la surface de l'entrefer, le 
ux � �a travers chacun des entrefers vaut donc,
pour j�j < � :

� =

Z
S

~B ~ds = BeRe(�� j�j)`a =
�0Re(�� j�j)`ani

2e

puisque l'ouverture angulaire des zones o�u les pi�eces ferromagn�etiques sont en face l'une de l'autre est
�egale �a �� � pour � > 0, �a �� (��) pour � < 0.
Le 
ux � qui traverse chaque entrefer se referme �a travers les pi�eces ferromagn�etiques. Il est par cons�equent
encercl�e par chaque spire de la bobine ; d'o�u le 
ux total  encercl�e par la bobine
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Contour

d'intégration

Fig. 3 { Contenu d'int�egration.

 = nphi =
�0R(�� j�j)`an

2

2e
i

L'inductance L de la bobine vaut :

L =
 

i
=
�0R(�� j�j)`an

2

2e

L'�energie magn�etique stock�ee dans le convertisseur, �egale �a la co-�energie (puisque supposer le fer in�ni
revient �a supposer les mat�eriaux magn�etiques lin�eaires) vaut :

Wmag =Wcmag =
1

2
Li2 =

�0R(�� j�j)`an
2i2

4e

On passe de Wcmag exprim�ee en fonction de i au couple �electromagn�etique Cem par :

Cem =
@Wcmag(i; �)

@�
=
�0R`an

2i2

4e

�

j�j

On constate que le couple �electromagn�etique est un couple de rappel qui tente, quelle que soit la position
de la partie mobile de le ramener vers sa position d'alignement avec la partie �xe.

2. Prise en compte de la longueur du circuit magn�etique

La longueur moyenne du noyau magn�etique peut être estim�ee �egale �a (�gure 4)

Lf = 2(`� `f ) + 2h = 117; 4mm

Si on consid�ere une perm�eabilit�e relative du fer �egale �a �r = 2000 (et donc non in�nie), le rapport entre la
longueur de ce noyau et la perm�eabilit�e relative du fer (Lf=�r = 0; 059 mm) n'est pas n�egligeable devant
le rapport entre l'�epaisseur des entrefers et la perm�eabilit�e relative de l'air (2e=1 = 0; 2 mm). Il convient
d�es lors dans l'estimation du couple de tenir compte de la r�eluctance du noyau magn�etique.

Question
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Fig. 4 { Longueur moyenne du noyau magn�etique.

Reprendre le calcul du couple �electromagn�etique en supposant la perm�eabilit�e relative du
fer constante (absence de saturation) et �egale �a �r = 2000. On continuera dans ce calcul
�a n�egliger les 
ux de fuite.

Aide

Pour calculer de mani�ere simple la r�eluctance du circuit magn�etique, on admettra que la r�epartition du
champ magn�etique est uniforme. Cette hypoth�ese n'est pas v�eri��ee aux environs imm�ediats de l'entrefer
lorsque la partie �xe et la partie mobile ne sont pas align�ees, car dans cette zone les lignes de champs
tendent �a se concentrer dans les zones qui se font face. On commettra dont une erreur d'autant plus
grande que la zone o�u la partie mobile et le partie �xe se font face est plus r�eduite.

R�eponse

Pour j�j < �, on a :

Cem =
��0Re`an

2r2e

[2e+
LfRe(�� j�j)

�r`f
]2

j�j

�

On constate, par rapport au cas o�u la perm�eabilit�e du fer est suppos�ee in�nie, une r�eduction du couple
�electromagn�etique particuli�erement sensible autour de � = 0. Elle repr�esente une r�eduction de plus d'un
quart par rapport au cas o�u la perm�eabilit�e du mat�eriau magn�etique est suppos�ee in�nie (�gure 5).
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Fig. 5 { Evolution du couple en fonction de la position.
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D�emonstration

Par application du th�eor�eme d'Amp�ere sur le même contour que pr�ec�edemment, contour suppos�e repr�esenter
le trajet moyen du 
ux magn�etique dans le fer, on �ecrit :

I
~H ~d` = 2Hee+HfLf = ni (1)

Les champs Hf et He respectivement dans le fer et dans l'entrefer sont li�es aux valeurs d'induction Bf

et Be correspondantes par :
Bf = �r�0Hf (2)

Be = �0He (3)

Le 
ux �etant conservatif, on peut �ecrire par ailleurs, pour j�j < � :

� = BeRe(� � j�j)`a = Bf `f`a (4)

En combinant (2) et (4) on peut d�es lors exprimer le champ Hf en fonction de Be :

Hf =
BeRe(�� j�j)

�r�0`f
(5)

En reportant cette expression dans (1) et compte tenu de (3), on calcule �nalement :

Be

�
2e

�0
+
LfRe(�� j�j)

�r�0`f

�
= ni

soit encore :

Be =
�0ni

(2e+
LfRe(�� j�j)

�r`f
)

(6)

L'�evolution du champ Be en fonction de la position du rotor est repr�esent�ee sur la �gure 6 pour ni = 230
A.tour
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Fig. 6 { Evolution du champ Be en fonction de la position.

On constate par comparaison avec la valeur du champ calcul�ee en supposant la perm�eabilit�e du fer in�nie,
que l'e�et de longueur du circuit magn�etique est plus important lorsque les pi�eces polaires du rotor et du
stator se font face (� = 0). Cela peut s'interpr�eter par le fait que par cette position la r�eluctance de la
portion du circuit magn�etique correspondant �a l'entrefer

<e =
e

�0Se
=

e

�0Re(�� j�j)`a
(7)

est minimale. L'in
uence de la r�eluctance du noyau magn�etique

<f =
Lf

�0�rSf
=

Lf

�0�r`f `a
(8)
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sur l'expression du 
ux dans le circuit

� =
ni

2<e +<f

(9)

est d�es lors maximale.
Le 
ux total encercl�e par la bobine et donn�e par :

 = n� =
�0`an

2i

2e

Re(�� j�j)
+

Lf

�r`f

(10)

et l'inductance L s'�ecrit donc :

L =
 

i
=

�0`an
2

2e

Re(�� j�j)
+

Lf

�r`f

(11)

Le couple �electromagn�etique, �egal �a la d�eriv�ee de la co-�energie (�egale �a l'�energie) magn�etique en fonction
de la position, lorsque celle-ci est exprim�ee en fonction du courant i vaut donc :

Cem =
@Wcmag

@�
=

@

@�

�
1

2
Li2

�
=

1

2

@L

@�
i2

Ce qui peut encore s'�ecrire sous la forme, compte tenu de (11)

Cem = �
1

2

�02e`an
2i2

Re(�� j�j)2�
Re

Re(�� j�j)
+

Lf

�rRf

�2 j�j�

ou encore :

Cem = �
�0Re`an

2i2e�
2e+

LfRe(�� j�j)

�r`f

�2 j�j�

3. E�et de la saturation

Le mat�eriau ferromagn�etique qui constitue le noyau n'a pas une perm�eabilit�e constante. Sa courbe de
saturation est trac�ee sur la �gure 7.
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Fig. 7 { Courbe de saturation du mat�eriau magn�etique.

En supposant que le mat�eriau sature de mani�ere homog�ene dans l'ensemble du noyau, calculer en � = 0,
la valeur du champ Hf , en d�eduire la perm�eabilit�e relative du mat�eriau en ce point de fonctionnement
et calculer la valeur du couple �electromagn�etique correspondante.
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Aide

D�es lors que la valeur de la perm�eabilit�e relative �r du mat�eriau est n�ecessaire pour d�eterminer Hf et
que la valeur de �r d�epend de Hf , le calcul est un calcul it�eratif.

R�eponse

Pour � proche de z�ero, l'induction Be d'entrefer est minimum (cf. d�emonstration de la r�eponse �a la question 2)
et donc le champ He.
A amp�eres-tours constants dans les bobines, le champ Hf est alors maximal puisque, d'apr�es le th�eor�eme
d'Amp�ere, on a :

2Hee+HfLf = nI

La position d'alignement des pi�eces rotoriques et statoriques correspond donc au point o�u le mat�eriau
constitutif du noyau est le plus satur�e.
On a :

Hf = 865A=m pour Bf = 0; 519T

Cela correspond �a une perm�eabilit�e relative du milieu �egale �a :

�r;min =
Bf

�0Hf

= 477; 5

D�emonstration

La valeur du champ d'entrefer Hf est donn�ee par (cf. d�emonstration de la r�eponse �a la question 2)

Hf =
BeRe(�� j�j)

�r�0`f

En consid�erant �r = 2000, on calcule Hf = 317A=m.
Selon la courbe de saturation du mat�eriau magn�etique on a alors Bf = 0; 420T . Cela correspond �a

une perm�eabilit�e relative du milieu �egale �a :

�r =
Bf

�0Hf

= 1054:

En reprenant cette valeur de �r = 1054, on calcule Hf = 532A=m, correspond �a une valeur d'in-
duction Bf = 0; 481T et donc �r = 719.

Par it�erations successives on trouve le point de convergence pour :

Hf = 958A=m; Bf = 0; 525T et �r;min = 436

Quelle que soit la position du rotor � avec j�j < �, le couple �electromagn�etique est donc compris entre la
valeur

Cem;max =
��0Re`an

2i2e�
2e+

LfRe(�� j�j)

�r`f

�

calcul�ee pr�ec�edemment pour �r = 2000 et la valeur

Cem;min =
��0Re`an

2i2e�
2e+

LfRe(� � j�j)

�r;min`f

�
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Fig. 8 { Valeurs maximales et minimales du couple en fonction de la position (hypoth�ese fer satur�e).

Les courbes correspondantes sont trac�ees sur la �gure 8.
On constate que le couple autour de � = 0 est r�eduit �a 17 mN.m. L'e�et de la saturation conduit donc �a
une r�eduction de plus de la moiti�e du couple �electromagn�etique (par rapport au cas lin�eaire non satur�e).
En calculant pour chaque position la valeur de la perm�eabilit�e relative du milieu magn�etique, on peut
tracer la courbe Cem(�) (�gure 9).
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Fig. 9 { Couple en fonction de la position (hypoth�ese fer satur�e).

Le calcul n�eglige encore
{ les 
ux de fuite
{ les e�ets de saturation locale.
La technique des �el�ements �nis permet l'int�egration num�erique des �equations locales du champ magn�etique
(�equation de Maxwell) en tout point de l'espace, ce qui permet de pr�edire la valeur du couple en fonction
de la position du rotor de fa�con beaucoup plus pr�ecise.
La �gure 10 montre en particulier que lorsque les pi�eces rotoriques et statoriques sont align�ees, le champ
dans la zone autour de l'entrefer peut atteindre localement plus de 0,7T (�gure 10).

Fig. 10 { Carte de l'induction B (calcul par �el�ements �nis) (vid�eo).

La mat�eriau magn�etique est alors compl�etement satur�e. Pour atteindre ce niveau d'induction, le champ
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Hf doit atteindre localement les valeurs sup�erieures �a 100.000 A/m.
La perm�eabilit�e relative du milieu ne d�epasse pas alors dans ces zones �r = 6. Ces e�ets de saturation
locale expliquent en grande partie que le couple �electromagn�etique calcul�e par la technique des �el�ements
�nis soit encore beaucoup plus faible que celui produit par le calcul analytique (�gure 11).
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Fig. 11 { Couple en fonction de la position (calcul par �el�ements �nis).

D'autant que le ph�enom�ene de saturation contribue �a ampli�er les 
ux de fuite, c'est-�a-dire la partie du

ux magn�etique produit par les bobines qui ne circule pas dans les pi�eces magn�etiques du rotor (�gure
12).

Fig. 12 { Carte des 
ux (calcul par �el�ements �nis) (vid�eo).

Ces 
ux de fuite sont particuli�erement importants quand les surfaces en regard des pi�eces rotoriques et
statoriques sont faibles et donc plutôt pour les positions extrêmes du rotor.
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