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Intr oduction
Un desintérêtsdesmod̀elesà géńerationsdecapitalpar rapportà leurs

correspondantsavec capital homog̀eneest de pouvoir prendreexplicite-
ment en consid́eration le phénom̀enede création destructrice. Celui-ci
se caract́erise par le fait que la durée du vie du capital existant est in-
fluenćee par l’in vestissementen nouveauxéquipements.Certainescon-
tributions récentes(Aghion et Howitt (1994), Boucekkineet al. (1997),
Germainet Magnus(1998)) ont mis en évidence,le long de trajectoires
de croissancéequilibrée,unerelation inverseentreduréedu vie du capi-
tal et tauxde progr̀estechnique3. Cetterelationcorrespond̀a l’intuition :
un taux de progr̀estechniqueplus élevé augmenteles performancesrela-
tivesd’unenouvellemachineparrapportaucapitalexistant,etdoncaccrôıt
l’incitation au remplacement.Par ailleurs,Boucekkineet al. (1997) ont
montŕe qu’un tauxdepréférenceintertemporelplusélevé setraduisaitpar
un rench́erissementdu coût du capital, et donc par un ralentissementde
l’obsolescencéeconomique.

Les résultatsprécit́esont ét́e obtenussousunehypoth̀eseimportante,à
savoir que le progr̀es techniqueest exogène. Le but de la présentenote
estde montrerquedansle casoù celui-ci estendog̀ene,les relationsen-
tre, notamment,duréede vie du capital et taux de progr̀es techniqueou
tauxdepréférenceintertemporeldeviennentbeaucouppluscomplexes.Une
haussede ce dernierne se traduit pasnécessairementpar une haussede
l’ âgedu plus vieil équipement.De même,unehaussedu tauxde progr̀es
techniquene s’accompagnepassyst́ematiquementd’une acćelérationde
l’obsolescenceducapitalenplace.

Lemod̀eledévelopṕedanscettenoteprésupposequele progr̀estechnique
résultedela décisiondesagentstantauniveaudesonrythmequedesonori-
entationentermesd’économiedetravail oudecapital.Formellement,nous
postulonsquela technologieestdu typeputty-clayavecprogr̀estechnique
endog̀ene4. Le déplacementdesisoquantsqui caract́erisentla technologie
desgéńerationssuccessivesavantleur installationestfonctiondel’ef fort de
recherchefournis par les agents,dansla tradition de la litt ératurerelative
aux frontières despossibilit́esd’innovation (Kennedy(1964), Samuelson

3Dansle mod̀eledeBoucekkineet al. (1997),il estthéoriquementpossiblequeT et γ
évoluentdansle mêmesens.Toutefois,pourdesvaleursraisonnablesdesparam̀etres,ces
2 grandeursvarientbienensensoppośes.

4En cesens,la présentenotesesitueà la croiśee(trèspeufréquent́eeà notreconnais-
sance)de la litt ératurerelative à la croissanceendog̀eneet de celle relative aux mod̀eles
avecgéńerationsdecapital.D’autrescontributionsdugenresontcellesdedeMello (1995)
etdeAghionetHowitt (1994).
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(1965),Nordhaus(1968)).

Lepapiereststructuŕedela façonsuivante.Lasection1décrit l’ économie
et dérive les conditionspourun optimumlocal. Dansla 2èmesection,on
déduit la frontièredespossibilit́esd’innovation à partir de la fonction de
productioncaract́erisantun équipementavantsoninstallation.Ensuite,on
décrit le sentierdecroissancéequilibréeà tauxconstant.Dansla 3èmesec-
tion, le syst̀emed’équationsqui définit le sentierde croissancéequilibrée
est résolunumériquement,ce qui nouspermetde proćederà l’analysede
statiquecomparative.

1. Description de l’ économie
1.1. Le problème. Soit uneéconomieplanifiée,dont le planificateural-
loue les ressourcesentreconsommation,investissementet recherchetech-
nologiquedefaçon à résoudrele probl̀emesuivant:

max
� ∞

0
u � c � t ��� e� δt dt � 1 � 1 �

parrapportauxfonctionsι � t ��� y � t ��� x � t � souslescontraintes:

y � t �
	 � t

t � T � t � ι � τ �
b � τ � dτ � 1 � 2 �

1 	 � t

t � T � t � q � τ � ι � τ �
b � τ � dτ 
 q � t � x � t � y � t � � 1 � 3 �

y � t ��	 c � t ��
 ι � t � � 1 � 4 �
q̇ � t ��	�� γ � t � q � t � � 1 � 5 �

ḃ� t ��	�� f � γ � t ��� x � t ��� b � t � � 1 � 6 �
0 � ι � t ��� y � t � � 1 � 7 �
0 � γ � t ��� x � t � � 1 � 8 �

les fonctionsι � t � , q � t � et b � t � étantdonńeespour t � 0. y, c et ι sontres-
pectivementla production,la consommationet l’in vestissement.La fonc-
tion d’utilit é u � c � estcontinue,croissanteet concave sur � 0 � ∞ � . Le tauxde
préférenceintertemporelδ eststrictementpositif5.

5Onsupposequeδ estsuffisammentgrandpourque(1.1)aieunsens.
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La technologieestà géńerationsdecapital,et estdétermińeepar les re-
lations(1.2) et (1.3). T � t � est la marge extensive, c’est-̀a-dire l’ âgede la
plusvieille machineenactivité à la datet. La géńerationdecapitalinstal-
lée à la datet a exigé un investissement́egal à ι � t � et a unecapacit́e de
productionégaleà ι � t ��� b � t � . b � t � estdoncl’in versede la productivité du
capital de la géńerationt. Celle-ci exige par unité produiteunequantit́e
de travail q � t � . L’emploi total estfixe et normaliśe à 1. Commel’indique
le membrede droite de (1.3), l’emploi serépartitentrecelui desouvriers
qui fabriquentles biensdeproductiony � t � (le premierterme)et celui des
chercheursqui contribuentauprogr̀estechnologique(le deuxìemeterme).
x � t � estunindicateurqui mesurel’intensitédel’ef fort derechercherapport́e
auniveaudeproduction.Anticipantquelquepeusur la section2, on peut
montrerque le long d’un sentierde croissancèa taux constant,x mesure
approximativementle rapportentrel’emploi deschercheursetceluidesou-
vriers6. La recherchen’utilise commefacteurquele travail deschercheurs,
dont la productivitéestsuppośees’alignersurcelledesouvrierstravaillant
sur la dernìeregéńerationinstalĺee7. Le nombrede chercheursvaut donc
q � t � x � t � y � t � .

L’ évolution du progr̀estechnique(c’est-̀a-diredeq � t � et b � t � ) estdéter-
minéepar lesrelations(1.5)et (1.6). La fonction f décrit, à la manìerede
Kennedy(1964),Samuelson(1965)ou Nordhaus(1969,ch.6),la frontière
despossibilit́esd’innovationà la dispositionduplanificateur. Cettefonction
estsuppośeeconcave et vérifier ∂ f � ∂γ � 0 et ∂ f � ∂x � 0. Le planificateur
décidede l’intensité de l’ef fort de recherchex � t � , ainsi quedesgainsde
productivité du travail γ � t � entredeuxgéńerationssuccessives. Ce faisant,
il détermineà la fois la directionet le tauxdu progr̀estechnique.En effet,

6En effet, le long d’un tel sentier, on a γ � t ��� γ, b � t ��� b, T � t ��� T, ι � t ��� ι � 0� eγt ,
y � t ��� y � 0� eγt et q � t ��� q � 0� e γt . Alors (1.3)et (1.4) impliquentque

l � t ���"! t

t  T
q � τ � ι � τ �

b
dτ � q � t � ι � t � T

b
estl’emploi desouvriers,tandisque

lR � t ��� q � t � x � t � y � t ��� q � t � x � t � ι � t �
b

1 # e γT

γ
mesurel’emploi deschercheurs.Par conśequent,

lR � t �
l � t � � x � t � 1 # e γT

γT $ x � t �
pourγT pastropgrand(cequi serale casdansle cadredel’analysedela section3).

7Le progr̀estechniquequi résultedu travail deschercheursestdonc,à la manìeredes
mod̀elesagŕeǵes,un progr̀estechnique”moyen”, qui portesur l’ensembledesactivités,
productionet recherche.
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à effort de recherchex donńe, plus celui-ci estaxé sur l’ économiede tra-
vail, moinsélevéssontlesgainsdeproductivitédu capital.A γ donńe,plus
l’ef fort derecherchex estélevé,pluslesgainsdeproductivitédu capitalle
sontaussi.

Dansle cadrede l’analysedessentiersde croissancéequilibréefaite à
la section3, on sedonneradesformesexplicitespour lesfonctionsu � c� et
f � γ � x � . Onpourraalorsmontrerquela frontièredespossibilit́esd’innovation
f peutêtredérivéedela fonctiondeproductionex antequi caract́eriseun
nouvel équipementavant son installation. En ce sens,le présentmod̀ele
apparâıtra commeun mod̀eleputty-clayavecprogr̀estechniqueendog̀ene,
qui géńeralisee.a. le mod̀eleclay-clayavecprogr̀estechniqueexogènede
Boucekkineet al. (1997).

1.2. Résolution. En s’inspirantdeMalcomson(1975),apr̀esinversionde
l’ordre d’intégrationetquelquesmanipulations,onpeutécrirele lagrangien
duprobl̀emedecontr̂oleoptimal(1.1à 1.8)sousla forme:

% 	 � ∞

0 & � u � y � t �'� ι � t ���(
 w � t �)� 1 � q � t � x � t � y � t �+*�� Φ � t � y � t �,* e� δt


 ι � t �
b � t �

� t - J � t �
t

�Φ � τ �'� w � τ � q � t �+* e� δτdτ � λ � t �)� q̇ � t �(
 γ � t � q � t �+*
� η � t �)� ḃ � t �(
 f � γ � t ��� x � t ��� b � t �+*/. dt 
 � 0

� T � 0� ι � t �
b � t �

� t - J � t �
t

�Φ � τ �0� w � τ � q � t �+* e� δτdτ� 1 � 9 �
où pardéfinition

J � t �
	 T � t 
 J � t ��� � 1 � 10�
et où Φ � t � , w � t � , λ � t � et η � t � sontles multiplicateursdeLagrangerespec-
tivementassocíes aux contraintes(1.2), (1.3), (1.5) et (1.6). L’ équation
(1.10) indiquequeJ � t � , la duréede vie anticiṕeedesnouvellesmachines
instalĺeesent, estégalà l’ âgedemiseaurebut T ���1� évaluéà la datet 
 J � t � ,
dateà laquellecesnouvellesmachinesserontdéclasśees.

Au probl̀emedemaximisationde
%

, onpeutassocierl’hamiltonien2 � t �3	4� u � y � t �'� ι � t ���(
 w � t �)� 1 � q � t � x � t � y � t �+*�� Φ � t � y � t �+* e� δt


 ι � t �
b � t �

� t - J � t �
t

�Φ � τ ��� w � τ � q � t �5* e� δτdτ � λ � t � γ � t � q � t ��� η � t � f � γ � t ��� x � t ��� b � t �� 1 � 11�
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Lesconditionsdupremierordre(c’est-̀a-direlesdérivéespartiellesde
2 � t �

parrapportà y � t � , ι � t � , J � t � , x � t � et γ � t � ) pourqu’unesolutionintérieuredu
probl̀emed’optimisationexistes’écrivent, 6 t � 0 :

u78� y � t �'� ι � t ���9	 w � t � q � t � x � t �(
 Φ � t � � 1 � 12�
u7 � y � t ��� ι � t ��� e� δt 	 1

b � t �
� t - J � t �

t
�Φ � τ �'� w � τ � q � t �5* e� δτdτ � 1 � 13�

Φ � t 
 J � t ���'� w � t 
 J � t ��� q � t �
	 0 � 1 � 14�
w � t � q � t � y � t � e� δt 	:� η � t � ∂ f

∂x
� γ � t ��� x � t ��� b � t � � 1 � 15�

λ � t � q � t �9	:� η � t � ∂ f
∂γ

� γ � t ��� x � t ��� b � t � � 1 � 16�
Lesconditionsassocíeesauxvariablesd’étatq � t � et b � t � s’écrivent

λ̇ � t �
	 λ � t � γ � t �(
 w � t � x � t � y � t � e� δt 
 ι � t �
b � t �

� t - J � t �
t

w � τ � e� δτdτ � 1 � 17�
η̇ � t �3	 η � t � f ��� γ � t ��� x � t ����
 ι � t �

b2 � t �
� t - J � t �

t
�Φ � τ �'� w � τ � q � t �5* e� δτdτ � 1 � 18�

Du fait qu’ona impośe la contrainteγ � t �3; 0 (cfr. (1.8)),onanécessaire-
mentJ̇ � t ���<� 1. Autrementdit, unegéńerationplusrécenteneserajamais
déclasśeeavantuneplusancienne8. De (1.12)et (1.14)apr̀eschangement
devariableenutilisant(10), il découle

u7 � y � t ��� ι � t ���
q � t � x � t �(
 q � t � T � t ��� 	 w � t � � 1 � 19�

Cetteéquatiońetablitquele coût marginaldutravail (le salaireà l’ équilibre
décentraliśe) est égal à la productivité marginale du travail (l’in versedu
travail requispar la machinela plus vieille en activité et par l’ef fort de
recherchemarginal),quemultiplie l’utilit émarginaledela consommation.
(1.14)décrit la règled’investissementoptimaletétablitquele coût marginal
de l’in vestissementdoit êtreégal à sonrevenumarginal, qui dépendde la

8La contrainte(1.8) se justifie dansle contexte du présentpapierdansla mesureoù
l’analyseselimitera à celledesentiersdecroissancéequilibréecaract́eriśesparcettepro-
priét́e.
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duréedevie anticiṕeedela nouvellemachine.

Par ailleurs,à partir de (1.5), (1.6) et (1.13),(1.17)et (1.18)peuventse
réécrire:

d
dt
� λ � t � q � t ���9	 w � t � q � t � x � t � y � t � e� δt 
 ι � t �

b � t �
� t - J � t �

t
w � τ � q � t � e� δτdτ� 1 � 20�

d
dt
� η � t � b � t ���9	 ι � t � u7 � y � t ��� ι � t ��� e� δt � 1 � 21�

On retrouve à droitede(1.20) la sommedescoûtsactualiśesdu travail af-
fect́e à la rechercheet à la géńerationinstalĺee à la mêmepériode, tan-
dis quele membrede droitede (1.21)estsimplementle coût actualiśe de
l’in vestissement,multipliéeparl’utilit émarginaledela consommation.

En annexe 1, on vérifie quela trajectoiredétermińeepar(2) à (6) et (12)
à (18)constituebienunmaximumlocal.

2. L’ équilibr estationnaire
Afin decalculerle sentierdecroissancéequilibrée,nousdevonssṕecifier

la fonctiond’utilit é u et la frontièredespossibilit́esd’innovation f . Par la
suite,nousferonsl’hypothèsequeu � c�=	 cθ � θ, où θ � 1 etθ >	 0. Quantà la
fonction f , plutôt quedesedonnerunefonctionadhocayantlespropriét́es
désiŕees,nouschoisissonsdela dériverdela fonctiondeproductionex ante
assocíeeà chaquegéńerationdecapitalavantsoninstallation.C’estl’objet
dupoint suivant.

2.1. La fr ontière despossibilitésd’innovation. Le planificateurestsup-
pośe disposerd’unetechnologiedetypeputty-clay, ausensoù lesfacteurs
deproductiontravail et capitalsontsubstituablesavant l’installation d’une
géńerationdonńee,et compĺementairesunefois quecelle-ciestenactivité.

Ex ante, la courbed’iso-productioncaract́eristiquedela géńerationt est
suppośeedetypeCobb-Douglas:

z� t ��	 A � t � ι � t � αv � t � 1 � α � 2 � 1 �
où 0 � α � 1. z� t � , ι � t � et v � t � sont respectivementla capacit́e de pro-
duction,l’in vestissementet l’emploi assocíe à la géńerationt. A � t � estun
param̀etrepositif qui mesurela hauteurde l’isoquant. Aprèsdivision des
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deuxmembresde (2.1) par z� t � et différentiationpar rapportau temps,on
obtient

Ȧ � t �
A � t � 
 α

ḃ � t �
b � t � 
?� 1 � α * q̇� t �

q � t � 	 0 � 2 � 2 �
Ȧ� A mesurele déplacementde l’isoquant, autrementdit le progr̀es tech-
nique. Le planificateurest suppośe contr̂oler le progr̀es tehniquevia les
ressourcesqu’il affecteàla recherche.Formellement,onpostulequeȦ � t ��� A � t �'	
ϕ � x � t ��� , où x � t � estl’intensitédel’ef fort derecherchèala datet etoù ϕ 7 � 0,
ϕ 7@7 � 0 etϕ � 0 ��	 0. (2.2)devientalors

ḃ � t �
b � t � 	�� f � γ � t ��� x � t ���9	�� ϕ � x � t ���

α

 1 � α

α
γ � t � � 2 � 3 �

On retrouve doncunefontièredespossibilit́esd’innovationayantlespro-
priét́espostuĺeesà la sous-section1.1.

2.2. Sentiersdecroissancéequilibr ée. Un sentierdecroissancéequilibrée
(SCE)à tauxconstantsatisfaitlesconditions(1.2) à (1.6)et (1.12)à (1.18)
tout ensecaract́erisantparun tauxdeprogr̀estechniqueneutreausensde
Harrod (q̇� t ��� q � t �A	B� γ et ḃ � t �C	 0). Dansce cas,(2.3) induit quex est
constantet que

ϕ � x �3	4� 1 � α * γ � 2 � 4 �
Si on admetqueι � t �9	 ι � 0 � eγt , on déduitde(1.3)et (1.10)queT et J sont
constants.De cefait, y � t � crôıt aussiautauxγ (envertude(1.2)) et le rap-
port y � t ��� ι � t ��	4� 1 � eγT � bγ * estlui aussiconstant.

Vu lesinformationsqui préc̀edent,enparticulierlesformeschoisiespour
u � c � et f � γ � x � , (1.12),(1.13)et (1.19)impliquentapr̀esquelquescalculsque

� 1 � b � δ 
 γ � 1 � θ *D* eγT 	 1 
 b � δ 
 γ �E� 1 � θ *D* x � γ
1 � eF γθ � δG T

γθ � δ
� 2 � 5 �

De(1.12),(1.15),(1.16)et (1.17),il ressortque

� γθ � δ * α � 1
ϕ 7 � x � � x 	 γ

1 � e� γT
eF γθ � δG T � 1

γθ � δ
� 2 � 6 �

Enfin,de(1.15)et (1.18),il découle:

� δ � γθ * 1 � e� γT

bγ
	 ϕ 7 � x �

α
� x 
 eγT * � 2 � 7 �

Les équations(2.4) à (2.7) déterminentle sentierde croissancéequilibrée
à tauxconstantet formentun syst̀emede4 équations̀a quatreinconnuesγ,
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x, T et b. Lesparam̀etresexogènessontδ, θ, α et ceuxqui caract́erisentla
fonctionϕ � x � .

3. calcul du SCEet statiquecomparative
Le syst̀emed’équations(2.4)à (2.7)esttropcomplexepourêtretraité tel

quelde façon analytique.En revanche,il peutêtrerésolunumériquement
pourun certainjeu devaleursdesparam̀etresexogènes.L’annexe 2 décrit
la méthodequi a ét́e suivie. Lesrésultatssontprésent́esci-dessousdansle
casoù ϕ � x �A	 kxβ, où k et β sontdeuxconstantespositiveset où β � 1.
L’annexe 3 décrit uneautreapproche,analytiquecelle-l̀a,consistant̀a sim-
plifier le syst̀eme(2.4) à (2.7) au moyend’approximationsdu premierou
deuxìemeordre.

Afin de proćederà uneanalysede statiquecomparative, il importede
déterminerau préalableun SCEde référencepar rapportauquelles com-
paraisonspeuvent êtreeffectúees. En théorie, il existe un grandchoix de
valeurspour les param̀etresexogènes: δ � 0, θ � 1, 0 � α � 1, k � 0,
0 � β � 1. En pratiquecependant,on a observ́e que les choix étaient
limit éssi ondésiraitquele SCEderéférencesoitcaract́eriśepardesvaleurs
”raisonnables”.Lesvaleursqui caract́erisentle SCEderéférence,ainsique
cellesserapportantauxsentiersobtenusapr̀esvariationd’un desparam̀etres
exogènessontregrouṕeesdansle tableauci-dessous.

Résultatsdestatiquecomparative

δ θ k β α γ(%) T x(%) b
1 1.0 -1.00 .25 .02 .10 2.03 25.77 6.40 3.65H

δ 2 2.0 -1.00 .25 .02 .10 1.94 25.73 4.13 3.36
3 3.0 -1.00 .25 .02 .10 1.87 25.69 2.87 3.09H

θ 4 1.0 -0.67 .25 .02 .10 2.10 25.84 9.26 3.88
5 1.0 -0.43 .25 .02 .10 2.18 25.96 13.06 4.06
6 1.0 -0.25 .25 .02 .10 2.25 26.19 18.27 4.22H

k 7 1.0 -1.00 .30 .02 .10 2.17 29.01 6.48 4.49
8 1.0 -1.00 .35 .02 .10 2.34 31.68 6.59 5.22H

β 9 1.0 -1.00 .25 .015 .10 1.50 34.34 5.47 4.74
10 1.0 -1.00 .25 .025 .10 2.56 20.63 7.06 2.97
11 1.0 -1.00 .25 .03 .10 3.09 17.20 7.57 2.51H

α 12 1.0 -1.00 .25 .02 .15 1.88 28.49 9.55 3.99
13 1.0 -1.00 .25 .02 .20 1.77 30.94 12.77 4.28
14 1.0 -1.00 .25 .02 .25 1.69 33.13 16.10 4.54
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Avant d’analyserle tableau,il importe de soulignerquedansl’espace
de variationdesparam̀etresexogènesétudíe (c’est-̀a-direautourdu SCE
de référence),il apparâıt (au moins numériquement)qu’à chaquejeu de
paramètresexog̀enescorrespondun seulSCEcaract́erisé par desvaleurs
desparamètresendog̀enes(γ � T � x � b) admissibles9.

La ligne 1 du tableaudécrit le SCE de référence. Les lignes 2 et 3
décrivent desSCE obtenusen augmentantδ respectivementà .02 et .03,
les autresparam̀etresexogènesrestantinchanǵes. On observe quequand
l’impatienceà l’ égarddela consommationaugmente,l’incitation à affecter
desrecherchesdiminue (x baisse). γ baisseen conśequencèa causede
(2.4);moinsderecherchesetraduitparunebaissedu tauxdeprogr̀estech-
nique. Une observation intéressanterésidedansle fait que la haussede
δ s’accompagned’une lég̀ere baissede T. Ceci estencontradictionavec
un résultatrécentdeBoucekkineet al.(1997),où la plusgrandeimpatience
desagentsrench́erit le coût deremplacementducapital,rendantoptimalde
retarderle déclassementdesvieilles machines.En fait, cettecontradiction
n’est qu’apparente,car le résultatde Boucekkineet al. a ét́e obtenudans
le cadred’un mod̀eleclay-clay, c’est-̀a-direavecb et q exogènes.Dansle
cadreprésent,le planificateurpeutréagirà l’augmentationdu coût derem-
placementen réoriantantle progr̀estechniquede façon à diminuer b. Et
c’estbiencequemontrentleslignes2 et3 du tableau.

Leslignes4 à6 décriventcomment́evoluele SCEquandθ varie.Comme
chezBoucekkineet al. (1997),l’impact d’unebaissedeθ estsemblablèa
celled’unehaussedeδ. Plusθ estpetit,pluspetiteestl’ élasticit́edesubsti-
tution σ 	�� u7@7 � c � c� u7 � c �3	 1 � 1 � θ, etmoinsil estaiśe entermesd’utilit é
de sacrifierde la consommationaujourd’hui pour en obtenir d’avantage
dansle futur.

Les lignes7 et 8 décrivent l’ évolution du SCEquandle param̀etrek de
la fonctionϕ � x � varie. k mesurela partdu progr̀estechnique”tombantdu
ciel”, au sensoù, si k augmente,le déplacementde la frontièredespos-
sibilitésd’innovation s’acćelèreà effort de recherchex inchanǵe. Ceteris
paribus,la recherchéetantplusperformante,le planificateury consacreplus

9Numériquement,on constatel’existencededeuxSCEpour un vecteurdeparam̀etres
donńe. Cependant,un seula desvaleursadmissiblespourtouslesparam̀etresendog̀enes.
L’autresecaract́eriseparexempleparT � 0.
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deressourceset x augmente.En vertude (2.4), γ augmenteaussi.Cepen-
dant,contrairement̀al’intuition qui voudraitqu’unehausseduprogr̀estech-
niqueacćelèrel’obsolescencedesmachines10, on observequeT augmente
aveck. L’augmentationde la recherche(en quantit́e et en efficacit́e) aug-
mentela productivitémarginaledesfacteurs,enparticuliercelleducapital,
incitantà investirdemanìerepluscapitalistiqueetdoncàaugmenterb. Ceci
rench́erit le coût deremplacementducapitaletpousseenconśequencèare-
tarderle déclassementdesvieillesmachines.

Les lignes 9 à 11 décrivent l’ évolution du SCE quandle param̀etre β
varie. Si β augmente,ϕ � x� se redresse,la productivité marginale de la
recherches’accrôıt, et donc x augmente.Mais β et x étantnormalement
inférieurà1, si β augmente,ϕ � x � baisse(àx fixé),avecparconśequentune
efficacit́e de la recherchequi diminue. L’effet globalestdoncsemblablèa
celui induit parunebaissedek (cfr. paragraphepréćedent).

Les lignes12 à 14 décrivent l’ évolution du SCEquandle param̀etreα
varie. Commel’indique (2.1), α (respectivement1 � α) est l’ élasticit́e de
la productionaucapital(respectivementautravail) relatif à unegéńeration
d’équipementavantsoninstallation.Si α augmente,laproductivitémarginale
ducapitals’accrôıt, tandisquecelledutravail diminue.Lesinvestissements
étantpar conśequentplus capitalistiques(

H
b � 0 ) d’une part, le taux de

progr̀estechniquesurle travail γ ayantbaisśed’autrepart(àcausede(2.4)),
T augmentesignificativement.

Enconclusion,il importederappelerquepourobtenircertainsdesrésul-
tatsci-dessus,il estessentieldepostulerquele progr̀estechniquea uncoût
(celui de la recherche).Pournousen convaincre,nousavons étudíe une
versionlég̀erementsimplifiéedu présentmod̀ele, où seulela directiondu
progr̀estechniqueestendog̀ene,etnonsonrythme11. Danscederniercon-
texte, il apparâıt notammentquela duréedevie d’un équipementdemeure
inverśementproportionnelleautauxdeprogr̀estechnique.

10Intuition que corroborent des résultats récents de Aghion et Howitt (1994),
Boucekkineetal. (1997)et Germainet Magnus(1998).

11Cette version corresponden fait à un mod̀ele putty-clay avec progr̀es technique
exogène.
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Annexes
1. Maximum local. Puisquetoutepetiteperturbationδι � t � , δy � t � et δx � t �
surt ; 0 impliquequel’int égraledel’objectif (1.1)devient� ∞

0
u � c � t �(
 δc � t ��� e� δt dt 	 � ∞

0
u � c � t ��� e� δt dt 
� ∞

0
u7I� c � t ��� δc � t � e� δt dt 
 1

2

� ∞

0
u7@78� c � t ��� δc � t � 2e� δtdt � 1 � 22�

où δc � t � estla variationrésultantesurc � t � , comptetenudescontraintes(1.2)
à (1.6).Or lesconditionsdupremierordre(1.12)à (1.18)sontévidemment
équivalentes̀a � ∞

0
u7 � c � t ��� δc � t � e� δt dt 	 0 � 1 � 23�

pourtoutevariationδc � t � admissibledec � t � . Et donc� ∞

0
u � c � t ��
 δc � t ��� e� δtdt � � ∞

0
u � c � t ��� e� δt dt 	

1
2

� ∞

0
u7J78� c � t ��� δc � t � 2e� δtdt � 0 � 1 � 24�

puisqueu estconcave.

2. Résolution numérique du syst̀eme(2.4) à (2.7). L’id éeestd’obtenir
uneéquationenx seul.Ensubstituantb � x 
 eγT * dans(2.7)grâceà (2.5),on
obtient

� δ � γθ * 1 � e� γT

γ
	 ϕ 7 � x�

α
eγT � 1 � γ1 � eK γθ L δM T

γθ � δ

δ 
 γ � 1 � θ * � A � 1 �
En utilisant(2.6),(A.1) devient

δ � γθ
γ

	 ϕ 7 � x�
α

eγT 
?� γθ � δ * α � 1
ϕ NO� x� � x

δ 
 γ � 1 � θ * � A � 2 �
qui permetd’exprimereγT enfonctiondex. Or (2.6)peutencores’écrire

� γθ � δ * α � 1
ϕ 7 � x � � x 	 γ

1 � e� γT P eγT Q θ � δ R γ � 1

γθ � δ
� A � 3 �

En utilisant (A.2) pour remplacereγT dans(A.3), on obtientuneéquation
enx seul.

Pour résoudrecette équationen x, nousavons utilisé une méthodede
quasi-Newton : la méthodede la sécante.Il apparâıt quepourdesvaleurs
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raisonnablesde x, c’est-̀a-dire0 � x �S� 5 (pour mémoire,x peut êtreap-
proximé au premierordrepar le rapportentrele nombrede chercheurset
le nombred’ouvriers (cfr. note 4)), on n’a toujourstrouvé qu’une seule
solutionpourl’ équation(A.3).

3. Analyse analytique via approximation du syst̀eme. L’id éeestd’ap-
proximerles exponentiellesapparaissantdansle syst̀eme(2.4) à (2.7) par
leurs développementen série de Taylor du premier ou deuxìeme ordre,
sousl’hypothèsequeleursexposantsnesontpas”trop grands”. Alors, ce
syst̀emedevient :

ϕ � x �3	4� 1 � α * γ � 3 � 1 �
b � 1 
 x � 1 � γT *D*�T γT2

2
� 3 � 2 �

� 1 � x* ϕ 7E� x��T4� δ � θγ *,� 1 � α * � 3 � 3 �
T T 2 � δ � θγ * α

γϕ 7 � x � � 3 � 4 �
Combinant(3.1) et (3.3), on obtientuneexpressionqui ne fait intervenir
quex et lesexogènes:

� 1 � x* ϕ 7 � x �(
 θϕ � x �3T δ � 1 � α * � 3 � 5 �
Si ϕ � x �9	 kxβ, comptetenudesrestrictionssur lesparam̀etres(0 � β � 1,
δ � 0, 0 � α � 1), onvérifieaiśementquesi β 
 δ ; 0, ∂x � ∂δ estsuṕerieur
ou inférieurà 0 selonquex estsuṕerieurou inférieurà � β 
 δ *I�'� 1 � β * , tan-
dis quesi β 
 δ � 0, alors∂x � ∂δ � 0.

Combinant(3.3) et (3.4), on obtientuneexpressiondeT enfonctionde
x etdesexogènes:

T T 2α � 1 
 x*
kxβ � 3 � 6 �

dT � dx secomportecomme � 1 � β � β � x*U� xβ eta l’allure ci-dessous.

Comme(3.1) impliqueà α constantquedγ � dx � 0, on observe qu’il est
donctout-à-faitpossibled’avoir desvariations
(i) ensensoppośe deT etδ;
(ii) dansle mêmesensdeT et γ si uneexogènevarie(enparticulierδ).
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Evolution de dT � dx en fonction dex

dT
dx

xβ
1 � β


